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Exercicio 6
Sejam W7 e W subespagos de um K-espago vetorial V' de dimensao finita.

a. Demonstre que (Wy + W3)? = WP nW2.
Temos uma igualdade entre conjuntos. Precisamos mostrar que (W7 +
Wa)? c WEN WP e WP NWS C (Wy + Wa)P.
Seja ¢ € (W1 + W2)?. Entdo, dado v € Wy + Wa, ¢(v) = 0. Notemos que
W1 C Wi + Wa, e portanto, dado w € Wi = w € W1 + Wy = ¢(w) =
0=¢ecW.
De modo andlogo, w € Wa = w € Wi + Wa = ¢(w) = 0= ¢ € WJ.
Mas se ¢ € WP e ¢ € WY entdao ¢ € WP N WY e portanto (W; + W2)° C
WP nwy.
Mostremos agora a outra parte. Seja ¢ € WY NWY. Entdo, dado w; € Wy,
o(wi) = 0. Analogamente, dado wy € Wa, o(wz) = 0. Seja entdo w €
W1 + W5, Entao w pode ser escrito como wj + ws, para algum w; € Wy
e wy € Wy. Temos entao que:

o(w) = o(wy +wz) =o(wy) + o(wz) =0+0=0.
Mas entao o € (W1 + W2)? e portanto WY NW2  (Wy + W2)°. Logo fica
provada a igualdade.
b. Demonstre que (Wi N W5)? = WP + W2.

Novamente temos uma igualdade entre conjuntos, vamos proceder da
mesma forma. Seja o € W + WJ. Entdo podemos encontrar w; € W{ e
wo € VV2O tais que 0 = w1 + wa. Seja entao u € Wy N Wsy. Temos:
o(u) = (w1 +w2)(u) = w1 (u) + wa(u).

Mas como u € Wy e u € Wa, wi(u) = wa(u) = 0. Logo o(u) = 0, para
qualquer u € Wi N Wy e portanto o € (Wy N W2)°. Logo WP + W9 C
(W1 N W3)°.

Resta mostrar o outro lado. Seja o € (W1 NW5)°. Dado u € Wy N Wa,
o(u) = 0. Dai decorre que 0 € W e 0 € WJ. Mas entdo podemos
podemos escrever o (u) = wi(u)+wa(u) = 0 = w1 +ws. Logo o € WY+ WY
e portanto (W NW2)Y € WP+ W23, Fica assim demonstrada a igualdade.
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