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1. Aproxime a função f tabelada abaixo por uma função da forma g(x) =
a0 + a1 cosx + a2 sin x.

x −π −π/2 0 π/2 π
f(x) −1 2 0 −2 1

Queremos aproximar a função f tabelada por g(x) = a0g0(x) + a1g1(x) +
a2g2(x), onde g0(x) = 1, g1(x) = cosx e g2(x) = sin x. Para acharmos os
coefientes a0, a1, a2, devemos resolver o sistema normal:





< g0, g0 > < g0, g1 > < g0, g2 >
< g1, g0 > < g1, g1 > < g1, g2 >
< g2, g0 > < g2, g1 > < g2, g2 >









a0

a1

a2



 =





< g0, f >
< g1, f >
< g2, f >





Calculando as quantidades conhecidas:

< g0, g0 > =

5
∑

i=1

1 = 5

< g0, g1 > =

5
∑

i=1

1 cosxi = cos−π + cos−pi/2 + cos 0 + cosπ/2 + cosπ

= −1 + 0 + 1 + 0 − 1 = −1

< g0, g2 > =

5
∑

i=1

1 sinxi = sin−π + sin−pi/2 + sin 0 + sin π/2 + sin π

= 0 − 1 + 0 + 1 + 0 = 0

< g1, g1 > =
5
∑

i=1

cos2 xi = 3

< g1, g2 > =
5
∑

i=1

cosxi sin xi = 0
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< g2, g2 > =

5
∑

i=1

sin2 xi = 2

< g0, f > =

5
∑

i=1

f(xi) = 0

< g1, f > =

5
∑

i=1

cosxif(xi) = 0

< g2, f > =

5
∑

i=1

sinxif(xi) = −4

Assim, resolvendo o sistema:




5 −1 0
−1 3 0
0 0 2









a0

a1

a2



 =





0
0
−4





obtemos (a0, a1, a2) = (0, 0,−2).

Ou seja, a aproximação por mı́nimos quadrados de f é dada por g(x) =
−2 sinx. Na figura 1 temos o graf́ıco da f e a aproximação encontrada.

2. Sabe-se que os seguintes polinômios

p0(s) = 1

p1(s) =
1

2
s

p2(s) =
1

2
(s2 − 2)

p3(s) =
1

6
(5s3 − 17s)

são ortogonais ao produto interno

< u, v >1=

2
∑

s=−2

u(s)v(s).

Dada a tabela

x 0 0.4 0.8 1.2 1.6
f(x) 0.21 1.25 2.31 2.70 2.65

aproxime f por um polinômio de grau ≤ 3 pelo MMQ, relativamente ao
produto interno
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Figura 1: Exerćıcio 1. Aproximação por Mı́nimos Quadrados de f.

< f, g >2= f(0)g(0)+f(0.4)g(0.4)+f(0.8)g(0.8)+f(1.2)g(1.2)+f(1.6)g(1.6)

usando os polinômios dados acima. Obtenha também o valor da apro-
ximação no ponto 0.7.

Precisamos em primeiro lugar fazer uma mudança de variável que trans-
forme linearmente {0,0.4,. . . ,1.6} em {-2,-1,. . . ,2}. Como os intervalos são
igualmente espaçados basta transformar o intervalo[−2, 2] em [0, 1.6]. As-
sim, t(x) será dada pela equação da reta que passa pelos pontos (0,−2) e
(1.6, 2):

t(x) =
4

1.6
x − 2 = 2.5x − 2 = s

Definimos então F (x) = f(t(x)) e achemos a aproximação MMQ para
F (x) sobre aquela base ortogonal de polinômios ao dado produto interno.
Como a base é ortogonal, não precisamos montar o sistema normal, de
forma que os coeficientes a0, a1, . . . de

G(x) = a0g0(x) + a1g1(x) + a2g2(x) + a3g3(x)
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serão dados por

ak =
< gk, f >

< gk, gk >
, k = 0, 1.2, 3

Calculando essas quantidades:

< g0, g0 >2 = 12 + 12 + . . . = 5

< g1, g1 >2 =

(−2

2

)2

+

(−1

2

)2

+ . . . = 2.5

< g2, g2 >2 = (1)
2
+

(−1

2

)2

+ . . . = 3.5

< g3, g3 >2 = (−1)2 + (2)2 + . . . = 6

< g0, f >2 = f(0) + f(0.4) + . . . = 9.12

< g1, f >2 = −1 · 0.21− 1

2
· 1.25 + . . . = 3.165

< g2, f >2 = 1 · 0.21− 1

2
· 1.25 − 1 · 2.21− 1

2
· 2.7 + 1 · 2.65 = −1.425

< g3, f >2 = −1 · 0.21 + 2 · 1.25 + 0 · 2.31 . . . = −0.46

Obtemos então

a0 =
< g0, f >

< g0, g0 >
=

9.12

5
= 1.824

a2 =
< g1, f >

< g1, g1 >
=

3.165

2.5
= 1.266

a3 =
< g2, f >

< g2, g2 >
=

−1.425

3.5
= −0.40714

a4 =
< g3, f >

< g3, g3 >
=

−0.46

6
= −0.07667

E portanto

G(s) = 1.824 + 0.633s− 0.20357(s2 − 2) − 0.07667(5s3 − 17s)

Trocando s por x através da transformação linear obtida anteriormente:

g(x) = 1.824+0.633(2.5x−2)−0.20357((2.5x−2)2−2)−0.01276(5(2.5x−2)3−17(2.5x−2))

é a aproximação de f por MMQ sobre aqueles polinômios ortogonais da-
dos. Na figura 2, temos f e o respectivo polinômio g(x), mostrando a
concordância do ajuste.

Temos ainda que p(0.7) pode ser aproximado por g(0.7) = 2.006934.
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Figura 2: Exerćıcio 2. Aproximação por Mı́nimos Quadrados de f.

3. Dada a seguinte tabela de valores de uma função f

xi 0 1 4
f(xi) 1 −1 1

(a) Calcule o polinômio de grau ≤ 2 que interpola os pontos tabelados,
na forma de Newton (observe que neste caso não é posśıvel usar
diferenças simples!).

Façamos a tabela das diferenças divididas:

xi f [xi] f [xi, xj ] f [xi, xj , xk]
0 1

−2

1 −1
2

3
+2

4 = 2
3

2
3

4 1

Através da tabela resolvemos então o problema:

p(x) = f [x0] + (x − x0)f [x0, x1] + (x − x0)(x − x1)f [x0, x1, x2]

= 1 − 2x + (x2 − x)
2

3
=

2x2

3
− 8x

3
+ 1
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Na figura 3 temos o gráfico de f e o polinômio interpolador (bem
sucedido).

Figura 3: Exerćıcio 3. Interpolação polinomial por Newton de f .

(b) Dê o valor de p(3).

p(3) =
18

3
− 24

3
+ 1 = −1

(c) Sabendo que
max

x∈[0,4]
|f ′′′(x)| = 1,

delimite o erro cometido em x = 3 ao se aproximar f(3) pelo valor
p(3).

|E(x)| ≤ |x(x − 1)(x − 4)|
3!

⇒ |E(3)| ≤ 1

4. Determine o número de aplicações dos Métodos dos Trapézios e de Simp-
son para que o erro cometido seja menor que 5 × 10−9 ao se aproximar

∫ 7

2

dx

x
.
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Como vamos precisar dessa informação para calcular os dois erros, calcu-
lemos maxx∈[a,b] |f ′′(x)| e maxx∈[a,b] |f4(x)|.

f(x) =
1

x

f ′(x) = − 1

x2

f ′′(x) =
2

x3
⇒ |f ′′(x)| =

2

x3
, x ∈ [2, 7]

f ′′′(x) =
−6

x4

f4(x) =
24

x5
⇒ |f4(x)| =

24

x5
, x ∈ 2, 7]

Temos ainda que

max
x∈[2,7]

|f4(x)| = f4(2) =
24

32
=

3

4

max
x∈[2,7]

|f ′′(x)| = f ′′(2) =
2

8
=

1

4

Para o método dos Trapézios, temos que:

|ET | ≤
(b − a)3

12n2
max

x∈[2,7]
|f ′′(x)| =

53

12n2

1

4
= 5 × 10−9 ⇐⇒ n = 22822

Para o método de Simpson, analogamente:

|ET | ≤
(b − a)5

2880n4
max

x∈[2,7]
|f4(x)| =

781.25

2880

3

n4
= 5 × 10−9 ⇐⇒ n = 113

O que mostra como o método de Simpson é mais eficiente.

5. Dada a tabela:

xi 0.5 1 2 2.5
yi 4.5 3 3 3.3

(a) Determine o polinômio interpolador que passa pelos quatro pontos,
usando o polinômio na Forma de Lagrange.

Por Lagrange, sabemos que podemos escrever

p(x) = L0(x)f(x0) + L1(x)f(x1) + L2(x)f(x2) + L3(x)f(x3)

Encontrando os Li, i = 0, 1, 2, 3:
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L0(x) =
(x − 1)(x − 2)(x − 2.5)

(0.5 − 1)(0.5 − 2)(0.5− 2.5)
= −2

3
(x − 1)(x − 2)(x − 2.5)

= −2

3

(

x3 − 11x2

2
+

19x

2
− 5

)

L1(x) =
(x − 0.5)(x − 2)(x − 2.5)

(1 − 0.5)(1 − 2)(1 − 2.5)
=

4

3
(x − 0.5)(x − 2)(x − 2.5)

=
4

3

(

x3 − 5x2 +
29x

4
− 5

2

)

L2(x) =
(x − 0.5)(x − 1)(x − 2.5)

(2 − 0.5)(2 − 1)(2 − 2.5)
= −4

3
(x − 0.5)(x − 1)(x − 2.5)

= −4

3

(

x3 − 4x2 +
17x

4
− 5

4

)

L3(x) =
(x − 0.5)(x − 1)(x − 2)

(2.5 − 0.5)(2.5− 1)(2.5 − 2)
=

2

3
(x − 0.5)(x − 1)(x − 2)

=
2

3

(

x3 − 7x2

2
+

7x

2
− 1

)

O que, simplificando as expressões e juntando os monômios de mesmo
grau, nos leva a

p(x) =
9

2
L0(x) + 3L1(x) + 3L2(x) +

33

11
L3(x)

= −0.8x3 + 4.8x2 − 8.8x + 7.8

(b) Determine o polinômio interpolador que passa pelos quatro pontos
usando a Forma de Newton.

Novamente aqui precisamos fazer a tabela de diferenças divididas:

xi f [xi] f [xi, xj ] f [xi, xj , xk] f [xi, xj , xk , xl]
0.5 4.5

3−4.5
1−0.5 = −3

1 3 0+3
2−0.5 = 2

3−3
2−1 = 0 0.4−2

2.5−0.5 = −0.8

2 3 0.6−0
2.5−1 = 0.4

3.3−3
2.5−2 = 0.6

2.5 3.3

Com ela pronta, temos de imediato os valores que precisamos. Reali-
zando as manipulações algébricas e reduzindo o polinômio o máximo
posśıvel, obtemos:

p(x) = 4.5 − 3(x − 0.5) + 2(x − 0.5)(x − 1) − 0.8(x − 0.5)(x − 1)(x − 2)

= −0.8x3 + 4.8x2 − 8.8x − 7.8
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(c) Compare os polinômios obtidos nos items a. e b.

Os polinômios são iguais - o que já era esperado pois de acordo com a
proposição 1.1 do Humes, dados n+1 pontos (x0, y0), (x1, y1), . . . , (xn, yn)
, com x0, x1, . . . , xn distintos entre si, existe um único polinômio p
de grau menor ou igual a n que passa por esses pontos.

Na figura 4 temos o gráfico de f e do polinômio interpolador, mos-
trando o ajuste bem sucedido.

Figura 4: Exerćıcio 5. Interpolação polinomial por Newton/Lagrange de f .

6. Determine os valores exatos de (a, b) para os quais o polinômio interpola-
dor da tabela

xi 0 1 2 3 4
fi 3 a 1 b b2

tem grau 2. Justifique.

Notando que os intervalos são igualmente espaçados, comecemos calcu-
lando a tabela das diferenças simples:
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xi ∆0 ∆1 ∆2 ∆3 ∆4

0 3
a − 3

1 a −2a + 4
1 − a 3a + b − 6

2 1 a + b − 2 b2 − 4b− 4a + 9
b − 1 b2 − 3b − a + 3

3 b b2 − 2b + 1
b2 − b

4 b2

Assim, utilizando a fórmula de Newton-Gregory:

p(x) = f(x0) + (x − x0)
∆f(x0)

h
+ (x − x0)(x − x1)

∆2f(x0)

2!h2

+ (x − x0)(x − x1)(x − x2)
∆3f(x0)

3!h3

+ (x − x0)(x − x1)(x − x2)(x − x3)
∆3f(x0)

4!h4

= 3 − b2x

4
− 37x

4
+ 4ax +

4bx

3
− 13ax2

3
+

73x2

8
− 7bx2

3

+
11b2x2

24
+

3ax3

2
+

7bx3

6
− b2x3

4
− 13x3

4
+

b2x4

24
− bx4

6

− ax4

6
+

3x4

8

Notemos então que para que esse polinômio seja de grau 2, precisamos
garantir que os coeficientes de x3 e x4 sejam 0, o que se resume a resolver
o sistema:

{

b2 −4b −4a +9 = 0
−3b3 +14b +18a −39 = 0

Isolando a no primeira igualdade e substituindo em b, obtemos dois posśıveis
valores para b:

b1 =
4

3
+

1

3

√
7 e b2 =

4

3
− 1

3

√
7

E os dois respectivos valores para a:

a1 =
14

9
− 1

9

√
7 e a2 =

14

9
+

1

9

√
7
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Figura 5: Exerćıcio 6. Interpolação polinomial por Newton de f .

Assim (a1, b1) e (a2, b2) são os dois valores exatos para a e b para os quais
a interpolação polinomial tem grau 2. Na figura 5 temos o graf́ıco de f e
do polinômio interpolador, para os dois posśıveis valores de a e b.

7. Deseja-se construir uma tabela da função f(x) = log2 x = ln x
ln 2 no inter-

valo [1, 2]. Qual deve ser o passo da tabela (diferença de duas abscissas
consecutivas) para que o erro numa interpolação “quadrática” (que uti-
liza um polinômio de grau 2) entre quaisquer três pontos consecutivos da
tabela seja menor que 10−2? (Isto é, qual deve ser o passo h para que
|E(x)| ≤ 10−2, xk ≤ x ≤ xk + 2h, onde xk , xk + h e xk + 2h são três
pontos consecutivos quaisquer da tabela). Justifique sua escolha.

Começemos notando que o erro numa interpolação quadrática através de
3 ponto consecutivos xi, xj , xk será majorado por

|E(x)| ≤ |(x − xi)(x − xj)(x − xk))|
3!

max
x∈[1,2]

|f ′′′(x)|

Notando então que

max
x∈[1,2]

|f ′′′(x)| = max
x∈[1,2]

∣

∣

∣

∣

2

x3 ln 2

∣

∣

∣

∣

=
2

ln 2
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E que, para dados xk, xk + h, xk + 2h,

max |(x − xj)| = 2h

Juntando essas duas observações temos que

|E(x)| ≤ 8h3

3 ln 2
≤ 10−2 ⇔ h ≤ 3

√

3 ln 2

10
= 0.4560

Portanto o passo h deve ser de no mı́nimo 0.4560.

8. Utilizando o MMQ com Polinômios Ortogonais Mônicos definidos pelo
produto interno

< Pn, Pm >=

∫ 1

−2

Pn(x)Pm(x) dx

aproxime f(x) = cos(x) no intervalo [− pi
4 , pi

4 ] por um polinômio do 2o.
grau. Calcule o erro quadrático correspondente.

Achemos em primeiro lugar uma base ortogonal de polinômios sobre esse
produto interno. Tomemos como referência a base

{1, x, x2}

Pelo processo de ortogonalição de Gram-Schmidt, temos

w1 = 1

w2 = x − < x, 1 >

< 1, 1 >
= x − −3

2
· 1

3
= x +

1

2

w3 = x2 − < x2, x + 1
2 >

< x + 1
2 , x + 1

2 >

(

x +
1

2

)

− < x2, 1 >

< 1, 1 >

= x2 − −2.25

2.25

(

x +
1

2

)

− 3

3

= x2 + x − 1

2

Assim uma base ortogonal de polinômios mônicos é dada por

{

1, x +
1

2
, x2 + x − 1

2

}

Vamos então fazer a projeção ortogonal de F (t) = f(t(x)) de cos(x) so-
bre esse produto interno. Onde t(x) transforma lineramente o intervalo
[−pi

4 , pi
4 ] em [−2, 1] e é dada por
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t(x) =
π

6
(x − 1) +

π

4

Queremos então G(t) = a0g0 + a1g1 + a2g2 que aproxime F (t) em [−2, 1].
Basta fazermos a projeção ortogonal de F (t) sobre aquela base de po-
linômios.

a0 =
< F, g0 >

< g0, g0 >
=

6
√

2
π

3
=

2
√

2

π

a1 =
< F, g1 >

< g1, g1 >
=

0
9
4

= 0

a2 =
< F, g2 >

< g2, g2 >
=

9
√

2(π2−48+12π)
π3

27
20

=
20

√
2(π2 − 48 + 12π)

3π3

De forma que

G(t) =
2
√

2

π
+

20
√

2(π2 − 48 + 12π)

3π3

(

x2 − x − 1

2

)

Achemos agora g(x) que aproxima f(x), através da transformação inversa
de t(x), dada por

x(t) =
(

x − π

4

) 6

π
+ 1

Assim, a aproximação por mı́nimos quadrados de f(x) será dada por

g(x) =
2
√

2

π
+

20
√

2(π2 − 48 + 12π)

3π3

(

(

(

x − π

4

) 6

π
+ 1

)2

+
(

x − π

4

) 6

π
+

1

2

)

Para calcular o erro quadrático basta fazer

∫ π/4

−π/4

(g(x) − cos(x))2dx

Com o aux́ılio de um software de manipulação algébrica (Maple), obtemos

> evalf(int((g-cos(x))^2,x=-Pi/4..Pi/4));

.01197695624
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Figura 6: Exerćıcio 8. Aproximação por mı́nimos quadrados de cos(x).

Assim E = 0.01197695624.

Na figura 6 temos o gráfico da f(x) e da g(x), mostrando a extrema
concordância.

9. Utilizando o método de Simpson para o cálculo de integrais definidas,
dterminar o valor de ln 2 com precisão 10−4.

Sugestão: ln θ =

∫ θ

1

dx

x

Da sugestão temos

ln 2 =

∫ 2

1

1

x
dx

O erro que cometemos ao aproximarmos essa integral por Simpson será
limitado pela relação

|ET | ≤
(b − a)5

2880n4
max

x∈[1,2]
|f4(x)| =

24

2880n4
= 10−4 ⇐⇒ n =

4

√

24 · 104

2880
= 3.02
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Tomamos então n = [n] + 1 = 4:

h =
b − a

2n
=

1

8

Usando então a relação xi = x0 + ih, i = 1, . . . , 2n:

x0 = 1

x1 = 1 +
1

8
=

9

8

x2 = 1 +
2

8
=

10

8

x3 = 1 +
3

8
=

11

8

x4 = 1 +
4

8
=

12

8

x5 = 1 +
5

8
=

13

8

x6 = 1 +
6

8
=

14

8

x7 = 1 +
7

8
=

15

8

x8 = 1 +
8

8
= 2

∫ 2

1

f(x)dx ≈ h

3
(f(x0) + 4f(x1) + 2f(x2) + 4f(x3) + . . . + 4f(xn−1) + f(xn))

=
1

24

(

1 + 4
8

9
+ 2

8

10
+ 4

8

11
+ 2

8

12
+ 4

8

13
+ 2

8

14
+ 4

8

15
+

1

2

)

= 0.6931

Logo,
ln 2 = 0.6931± 10−4

10. Efetue a Análise Harmônica da função periódica abaixo até o harmônico
de terceira ordem.

f(x) =

{

−2x , −1/2 < x ≤ 0
2x , 0 < x ≤ 1/2

A função f(x) é periódica, com peŕıodo 1. Vamos fazer uma transformação
de variáveis para obter f(t(x)) com peŕıdo 2π. Esta mudança é feita
através da transformação

t(x) =
x

2π
− 1

2
,
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que é encontrada a partir da equação da reta que passa pelos pontos
(0,−1/2) e (2π, 1/2).

Queremos então

G(x) = a0 +

3
∑

k=1

(ak cos kx + bk sin kx)

Notemos entretanto que f(x) é uma função par, e como sin kx é uma
função ı́mpar, todos os ı́ndices bk, k = 1, 2, 3 se anularão. De modo que só
precisamos encontrar os coeficientes ak, k = 0, 1, 2, 3.

a0 =
1

2π

∫ 2π

0

f

[

x

2π
− 1

2

]

dx

=
1

2π

[∫ π

0

f

[

x

2π
− 1

2

]

dx +

∫ 2π

π

f

[

x

2π
− 1

2

]

dx

]

=
1

2π

[∫ π

0

−x

π
+ 1dx +

∫ 2π

π

x

π
− 1dx

]

=
1

2π

[π

2
+

π

2

]

=
1

2

a1 =
1

π

∫ 2π

0

f

[

x

2π
− 1

2

]

cosxdx

=
1

π

[∫ π

0

f

[

x

2π
− 1

2

]

cosxdx +

∫ 2π

π

f

[

x

2π
− 1

2

]

cosxdx

]

=
1

π

[∫ π

0

(−x

π
+ 1

)

cosxdx +

∫ 2π

π

(x

π
− 1
)

cosxdx

]

=
1

π

[

2

π
+

2

π

]

=
4

π2

a2 =
1

π

∫ 2π

0

f

[

x

2π
− 1

2

]

cos 2xdx

=
1

π

[∫ π

0

f

[

x

2π
− 1

2

]

cos 2xdx +

∫ 2π

π

f

[

x

2π
− 1

2

]

cos 2xdx

]

=
1

π

[∫ π

0

(−x

π
+ 1

)

cos 2xdx +

∫ 2π

π

(x

π
− 1
)

cos 2xdx

]

=
1

π
[0 + 0] = 0

a3 =
1

π

∫ 2π

0

f

[

x

2π
− 1

2

]

cos 3xdx

=
1

π

[∫ π

0

f

[

x

2π
− 1

2

]

cos 3xdx +

∫ 2π

π

f

[

x

2π
− 1

2

]

cos 3xdx

]
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=
1

π

[∫ π

0

(−x

π
+ 1

)

cos 3xdx +

∫ 2π

π

(x

π
− 1
)

cos 3xdx

]

=
1

π

[

2

9π
+

2

9π

]

=
4

9π2

Assim, chegamos em

G(x) =
1

2
+

4

π2
cosx +

4

9π2
cos 3x

Invertendo a transformação t(x)

t(x) =
x

2π
− 1

2
⇒ x(t) = (2x + 1)π

e voltando em G(x):

F (x) =
1

2
+

4

π2
cos (2x + 1)π +

4

9π2
cos 3π(2x + 1)

Que é a função aproximadora obtida para f(x). Na figura 7 temos o gráfico
de f(x) e de F (x).

Figura 7: Exerćıcio 10. Análise harmônica de ordem 3 para f(x).
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