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1. Aproxime a fungdo f tabelada abaixo por uma funcao da forma g(z) =
ap + a1 cosT + as sinx.

z |-7 -m/2 0 7/2 «
f@ -1 2 0 -2 1

Queremos aproximar a fungao f tabelada por g(x) = aggo(x) + a191(x) +
asga(x), onde go(x) =1, g1(z) = cosz e go(x) = sinx. Para acharmos os
coefientes ag, a1, az, devemos resolver o sistema normal:

<go,90 > < go,91 > < Jgo,g92> ag < go, [ >
<9g1,90 > <g1,91 > <4g1,92> a1 = <g1,f>
<g2,90> <9g2,01> <g2,92> az <g2 >

Calculando as quantidades conhecidas:

5
<go,90 > = 2125
i=1
5
< go,g1> = Zlcoszi:cosf7r+cosfpi/2+cos()+cos7r/2+cos7r

=1
= —14041+40—-1=-1
5

<go,g2> = Y lsina; =sin—m +sin—pi/2 +sin0+sinm/2 + sin 7
i=1
= 0-1404+140=0
5
<g1,91 > = ZCOSQ$i=3
=1
5
<g1,92 > = Zcoso:isinxi:()

i=1



5

< g2,g2 > = ZSiDQ.Ti:Q
i=1
5

<go,f> = > fl@)=0
i=1
5

<gi,f> = Zcosxif(mi):()
i=1

5
<ga, f> = Zsinxif(zi) =—4
i=1

Assim, resolvendo o sistema:

5 -1 0 ao 0
-1 3 0 a1 = 0
0 0 2 as 4

obtemos (ag, a1, a2) = (0,0, —2).

Ou seja, a aproximagao por minimos quadrados de f é dada por g(z) =
—2sinz. Na figura 1 temos o grafico da f e a aproximacao encontrada.

. Sabe-se que os seguintes polinémios

po(s) = 1
pi(s) = %s
L
) = 2 -2)
p3(s) = %(553 —17s)

sao ortogonais ao produto interno

<u,v >1= Z u(s)v(s).

Dada a tabela

x | 0 04 08 12 16
Flx)[021 125 231 270 2.65

aproxime f por um polinomio de grau < 3 pelo MMQ), relativamente ao
produto interno



Figura 1: Exercicio 1. Aproximacao por Minimos Quadrados de f.

< f,9>2=f(0)g(0)+f(0.4)g(0.4)+7(0.8)(0.8)+f(1.2)g(1.2)+f(1.6)g(1.6)

usando os polindmios dados acima. Obtenha também o valor da apro-
ximacao no ponto 0.7.

Precisamos em primeiro lugar fazer uma mudancga de varidavel que trans-
forme linearmente {0,0.4,...,1.6} em {-2,-1,...,2}. Como os intervalos sdo
igualmente espagados basta transformar o intervalo[—2, 2] em [0, 1.6]. As-
sim, t(x) serd dada pela equagao da reta que passa pelos pontos (0,—2) e
(1.6,2):
t 4 2=25 2
(x) = 6% = 2.5x =3

Definimos entdao F(x) = f(t(z)) e achemos a aproximagao MMQ para
F(z) sobre aquela base ortogonal de polinémios ao dado produto interno.
Como a base é ortogonal, nao precisamos montar o sistema normal, de
forma que os coeficientes ag, a1, ... de

G(x) = aogo(w) + a1g1() + azga2(z) + azgs(z)



serao dados por

_ <gkaf>

ap = ., k=0,1.2,3
< 9k, 9k >

Calculando essas quantidades:

<4go,90 >2 = 124+124...=5
—2\*  /-1\?
= — — =2
< 91,91 >2 <2>+ 2)+ 5
~1\?
<92,92>2 = (1)24‘(7) +...=35
<gngz>2 = (F1)°+©2)°+...=
<go, f>2 = [f(O)+ f(04)+...=9.12
1
< g, f> = 71~0.2lf§~1.25+...:3.165
1 1
< gs, f>2 = 1'0.2175~1.2571~2.217§~2.7+1~2.65:71.425
<gsf>s = —1-02142-1.2540-2.31...=—0.46

Obtemos entao

9.12
ap = M:—:I.SZL
< go, go > 5

I <gi,f> :3'165:1.266
< 91,91 > 2.5

0y = 92> 1A 0
< g2,92 > 3.5

0, = 9S> _ 7046 66
< 93,93 > 6

E portanto

G(s) = 1.824 4+ 0.633s — 0.20357(s — 2) — 0.07667(5s> — 175)

Trocando s por z através da transformacao linear obtida anteriormente:

g(x) = 1.82440.633(2.52—2)—0.20357((2.52—2)?—2)—0.01276(5(2.520—2)3—~17(2.50—2))

é a aproximagao de f por MMQ sobre aqueles polindmios ortogonais da-
dos. Na figura 2, temos f e o respectivo polindémio g(x), mostrando a
concordancia do ajuste.

Temos ainda que p(0.7) pode ser aproximado por g(0.7) = 2.006934.
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Figura 2: Exercicio 2. Aproximacao por Minimos Quadrados de f.

3. Dada a seguinte tabela de valores de uma fungao f

z |0 1 4
Fa) [T -1 1

(a) Calcule o polinémio de grau < 2 que interpola os pontos tabelados,
na forma de Newton (observe que neste caso ndo é possivel usar
diferengas simples!).

Fagamos a tabela das diferencas divididas:

0 1
—2

1| -1 it _ 2
9 4 3
3

4 1

Através da tabela resolvemos entao o problema:

p(x) flzo] + (z — 20) flwo, 21] + (z — w0)(x — 21) f[70, 21, T2]
2
1—2z+(x27x)§:2%78§+1



Na figura 3 temos o gréfico de f e o polinémio interpolador (bem
sucedido).

Figura 3: Exercicio 3. Interpolacao polinomial por Newton de f.

(b) Dé o valor de p(3).

(¢) Sabendo que

"
-1
Jmax |f" (@) =1,

delimite o erro cometido em z = 3 ao se aproximar f(3) pelo valor
p(3).

By < 2@ =D =)

< BT S B <1

4. Determine o niimero de aplicagoes dos Métodos dos Trapézios e de Simp-
son para que o erro cometido seja menor que 5 x 10~? ao se aproximar

de

2 X



Como vamos precisar dessa informacao para calcular os dois erros, calcu-
" 4
lemos max,¢[q,p) [ (7)] € max,epqp) [f*(2)]-

1
fl@) = ~
1
fl@) = )
1/ 2 1 2
—6
@) = =
24 24
Fe) = S =lrel=5, ve2T]
Temos ainda que
gy = fi(2) = 223
7 e _ 2 _ 1
e 1@ = 1/2) = § = 5

Para o método dos Trapézios, temos que:

(b B a)s " 53 1 -9
~ 7 = - =5x10 < n = 22822
o o @)l = 557 =5 "

|Er| <

Para o método de Simpson, analogamente:

(b—a)®

1.2
. 78125 3
2880n% ze[2,7]

|f4 ()] = 5880 T = 0 X 107Y <= n=113

|Er| <

O que mostra como o método de Simpson é mais eficiente.

5. Dada a tabela:

2 |05 1 2 25
vi |45 3 3 33

(a) Determine o polinémio interpolador que passa pelos quatro pontos,
usando o polindmio na Forma de Lagrange.

Por Lagrange, sabemos que podemos escrever

p(x) = Lo(x) f(z0) + L1(z) f(z1) + La(z) f(22) + La(w) f(x3)

Encontrando os L;,7 =0,1,2, 3:



_ (z—1)(x—-2)(x—-25) 2
L@ = Gs-Dos—205-25 3@ NE-2@-25)

2 (4 11z 19z
= —3 - — -5
3(”” 2 T3 )

(x — 0.5)(z — 2)(z — 2.5) 4
A=05)1-2)(1—25) 3@ 09)E=2-25)
(

Ll(l') =

Ly(z) =

. (@-05)(@-D@-2) 2
Ls@) = Gs-05@es-1)@5-2) 3

2 ([ 5 T 7
= (P
3<$ 2 T2 >

O que, simplificando as expressoes e juntando os monomios de mesmo
grau, nos leva a

p(x) = gLo(x) + 3L1(z) + 3La(x) + §L3($)

= —0.82%+48z%> —88x+7.8

Determine o polinémio interpolador que passa pelos quatro pontos
usando a Forma de Newton.
Novamente aqui precisamos fazer a tabela de diferencas divididas:

x| flod | flexg] | flesxg, x| fles, g, op, @)
0.5 4.5
3-45 _
1-0.5 -3
1 3 20:5?)5 =2
3-3 _ 04-2 _
2—-1 — 0 25-05 —0.8
2 | 3 44t =04
g =00
251 3.3

Com ela pronta, temos de imediato os valores que precisamos. Reali-
zando as manipulagoes algébricas e reduzindo o polinémio o maximo
possivel, obtemos:

45—-3(x —0.5)+2(x —0.5)(z — 1) — 0.8(x — 0.5)(z — 1)(x — 2)
= —0.82%+48z%> —-88x—7.8

p(x)



(¢) Compare os polinémios obtidos nos items a. e b.
Os polinémios sao iguais - o que ja era esperado pois de acordo com a
proposicdo 1.1 do Humes, dados n+1 pontos (zo,yo), (€1,91), -« -, (Tn, Yn)
, com Ig,Z1,...,T, distintos entre si, existe um tnico polinémio p
de grau menor ou igual a n que passa por esses pontos.
Na figura 4 temos o gréafico de f e do polinémio interpolador, mos-
trando o ajuste bem sucedido.

45
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Figura 4: Exercicio 5. Interpolagio polinomial por Newton/Lagrange de f.

6. Determine os valores exatos de (a, b) para os quais o polinémio interpola-
dor da tabela

z; |0 1 2 3 4
fil3 a 1 b b
tem grau 2. Justifique.

Notando que os intervalos sao igualmente espacgados, comecemos calcu-
lando a tabela das diferencas simples:



x; | A° Al A? A3 Al
0| 3
a—3
1 a —2a+4
1—a 3a+b—6
2| 1 a+b—2 b2 —4b—4a+9
b—1 b>—-3b—a+3
310 b2 —2b+1
b —b
4| v

Assim, utilizando a férmula de Newton-Gregory:

Af(x A f(x
pe) = fa0)+ - 20) 2L ) e B
A® f(x0)
b m) - o) (e — ) Do)
A3 f(x
+ (z—zo)(x—x1)(x —22)(z — 333)%40)
b’x 37z  dar + 4bx  13ax? n 7322 Tha?
= - axr + — — —
4 4 3 3 8 3
n 116222 n 3ax? n Tbx®  b3223 1323 n b2zt %
24 2 6 4 4 24 6
_ azt 32t
6 8

Notemos entao que para que esse polinomio seja de grau 2, precisamos
garantir que os coeficientes de x2 e 2*
o sistema:

sejam 0, o que se resume a resolver

o

b2 —4b  —4a +9 =
—3b% +14b +18a -39 =

o

Isolando a no primeira igualdade e substituindo em b, obtemos dois possiveis
valores para b:

4 1 4 1
by = = 4 = by — = _ =
1=gtEVT e =g aVi
E os dois respectivos valores para a:
14 1 14 1
=g gV e m= gV

10
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Figura 5: Exercicio 6. Interpolacao polinomial por Newton de f.

Assim (ay,b1) e (az,bz) sdo os dois valores exatos para a e b para os quais
a interpolacao polinomial tem grau 2. Na figura 5 temos o grafico de f e
do polinémio interpolador, para os dois possiveis valores de a e b.

. Deseja-se construir uma tabela da funcio f(z) = logyz = £ no inter-
valo [1,2]. Qual deve ser o passo da tabela (diferenga de duas abscissas
consecutivas) para que o erro numa interpolacao “quadrética” (que uti-
liza um polinémio de grau 2) entre quaisquer trés pontos consecutivos da
tabela seja menor que 1072? (Isto é, qual deve ser o passo h para que
|E(x)] <1072, 2, < o < x) + 2h, onde z, 7 + h e x) + 2h sdo trés

pontos consecutivos quaisquer da tabela). Justifique sua escolha.

Comegemos notando que o erro numa interpolagao quadratica através de
3 ponto consecutivos x;, z;, T serd majorado por

|E(l‘)| < |(1‘*LE1)(I7I])(1‘*I]€))| max |f”l(1')|

- 3! z€[1,2]
Notando entao que
2 2
" o _
e 7@ = mex |\ e m! 2

11



E que, para dados xx, xr + h, xr + 2h,
max |(z — ;)| = 2h

Juntando essas duas observacgoes temos que

8h3 5/3In2
E < <1072 <22 _04
| (x)|__31n2 <1072 e h< 0 0.4560

Portanto o passo h deve ser de no minimo 0.4560.

. Utilizando o MMQ com Polinémios Ortogonais Monicos definidos pelo
produto interno

1
<P, Py, >=/ Po(x)Py(x) dx

-2

aproxime f(z) = cos(z) no intervalo [—2¢, 2] por um polinémio do 2o.

grau. Calcule o erro quadratico correspondente.

Achemos em primeiro lugar uma base ortogonal de polindémios sobre esse
produto interno. Tomemos como referéncia a base

{1,2,2%}

Pelo processo de ortogonalicao de Gram-Schmidt, temos

<z, 1> -3 1
rT— —— = — — +« —
<1,1> 2 3 2
) <zt r+3> 1 <z2 1>
wy = T - 1 1 T 11 <
<.Z‘+§,ZC+§>

e T2 (1) 3
o 2.25 2 3
1
_ 2 -
= 2+ 5

Assim uma base ortogonal de polinémios moénicos é dada por

1 1
{1,z+§,z2+z§}

Vamos entdo fazer a projegao ortogonal de F(t) = f(t(x)) de cos(x) so-

bre esse produto interno. Onde t(z) transforma lineramente o intervalo
[—%, %] em [-2,1] e é dada por

12



t(z) =

e

((E—l)‘i‘%

Queremos entao G(t) = aogo + a191 + az292 que aproxime F'(t) em [—2,1].
Basta fazermos a projecao ortogonal de F'(¢) sobre aquela base de po-
linbmios.

<Fg> %2 2,2
a = —2- =z V=
0 <g0,g0> 3 T

<F,gl> 0
a/l = 72320

2

< Flgy> WREISHET 90 5(x? 48+ 127)
a = = =
2 < 92,92 > 2 33

20

De forma que

Gt) = 2\/§+20\/§(n — 48 + 127) ( 9 1)

T 33 rorTy

2

Achemos agora g(x) que aproxima f(z), através da transformagao inversa
de ¢(x), dada por

T\ 6

x(t):(x—z);—i—l

Assim, a aproximacao por minimos quadrados de f(z) serd dada por

g(x) = 2v2 | 20v2(r? — 48 + 12m) <((m— f) 5y 1)2 + (x_ ﬁ) S, 1)

0 33
Para calcular o erro quadratico basta fazer
/4
/ (g(x) — cos(z))*dx
—m/4

Com o auxilio de um software de manipulacao algébrica (Maple), obtemos

> evalf (int((g-cos(x))"2,x=-Pi/4..Pi/4));
.01197695624

13
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Figura 6: Exercicio 8. Aproximacao por minimos quadrados de cos(z).

Assim E = 0.01197695624.

Na figura 6 temos o grafico da f(z) e da g(x), mostrando a extrema
concordancia.

. Utilizando o método de Simpson para o cédlculo de integrais definidas,
dterminar o valor de In2 com precisdo 1074,

’da

1 X

Sugestao: Inf =

Da sugestao temos

2
1

In2 :/ —dx
1 x

O erro que cometemos ao aproximarmos essa integral por Simpson serd
limitado pela relacao

24 4124 - 104
=107 << n= 0% _

(b - a)s 4
Byl < -
| Bl @ = Sgg0ma 2880

= 2880n1 seiiy)

14



10.

Tomamos entdo n = [n] + 1 = 4:

b—a 1
h: = —
2n 8
Usando entao a relagao x; = xzg +ih,i =1,...,2n:
o = 1
1 9
- 147
o t878
1+2 10
Y — £_ Y
2 8 8
_ .3 1
B 878
I ST
= 8~ 8
Ts = 1—&—§—E
5o 8 8
_ o, 6 _u
6= 8~ 8
T7 = 1—&—3—E
T 8 8
8
2 h
/f(l")dx ~ g(f(xo)+4f(3?1)+2f(332)+4f(9€3)+---+4f(93n—1)+
1
1 8 8 8 8 8 8 8 1
= ﬂ<1+4§+21—0+4ﬁ+2ﬁ+41—3+2ﬁ+41—5+5
= 0.6931

Logo,
In2 =0.6931+10~*

Efetue a Analise Harmonica da funcao periddica abaixo até o harmonico
de terceira ordem.

=2z, -1/2 <z< O
f(x)_{ 2 0 <z< 1/2

A fungéo f(x) é periédica, com perfodo 1. Vamos fazer uma transformagao
de varidveis para obter f(¢(x)) com perido 27. Esta mudanga é feita
através da transformacao

xT

[\

™

f(zn))

)



que é encontrada a partir da equacao da reta que passa pelos pontos
(0,—1/2) e (2m,1/2).

Queremos entao
3
G(z) = ao + Z(ak cos kx + by sin k)
k=1

Notemos entretanto que f(z) é uma funcao par, e como sinkx é uma
fungao fmpar, todos os indices by, k = 1,2, 3 se anulardao. De modo que s6
precisamos encontrar os coeficientes ai, k = 0,1,2, 3.

1 2 T
pr— —_— - — d
4o or Jo f{% 2] ’
1 i T 2 T
o UO f[zw 2} x+/,r f[zw 2] 4
1 L 27
- - / —x—f—ldx—i-/ f—1daz]
21 0 ™ s ™
1 {7‘(‘ n W} 1
oorl2 2l
1 [ 1
a; = ;/0 f[%—ﬂcosxdm
1 T 1 27
= - /O f {%—5} cosxda:—&-/ﬂ f {%—5} cosxdm]
1 T . 27 T
= — — +1 ) coszdx + ——1)cosxdx
s 0 ﬂ_ T
112 2 4
T|Tm T
1 [ 1
ay = ;/0 f[%—ﬂcos?xdx
_1-/Ff$ 2d+/2w 2zd
_7T_o o 2cosxa: 20059795
1 - 27
= = / (—m )cos2a:dx+ / E—1 cos?afdaf]
T LJo ™ 7T
1
T
1 [ 1
az = — | f[%_Q] cos 3xdx
1 ™ 1 2m 1
= - [/O f {%—5} cosBxda:—&-/ﬂ f[%—ﬂ 0053xd4

16



T _ 27
[/ (—m + 1) cos 3zdx +/ (E - 1) COS3$d$]
0 T w T
2, 2] _ 4
97 97|  9n2

Assim, chegamos em

N— 3

1 4 4
G(z) = 5 + Pcostr ﬁcos?)r

Invertendo a transformacéo ¢(x)

+ 2 cos (22 4 1)+ —— cos3n(2z + 1)
7T2 COS (22 s 971‘2 COS OTT\ 2T

Que é a fungdo aproximadora obtida para f(z). Na figura 7 temos o grafico
de f(z) e de F(x).

-04 -0z oo 0z 04

Figura 7: Exercicio 10. Anélise harménica de ordem 3 para f(x).

17



Sobre
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net
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