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Lista 1!

1. Considere o modelo de regressao linear simples definido por

yi=PBo+Prxi +e, i=1,...,n

em que Fy é conhecido, z; sao constantes conhecidas e ¢; sao independentes
com distribuicdo normal de média zero e variancia o2, desconhecida.

(a) Obtenha o estimador de minimos quadrados de 3;. Mostre que esse
estimador é de maxima verossimilhanca.
Comecemos montando a funcao soma de quadrados, que queremos
minimizar:

n
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i=1

Derivando (1) em relagdo a 1 e igualando a 0:
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Que é o estimador de minimos quadrados de ;. Calculemos agora

o estimador de maxima verossimilhanca. Comecemos notendo que a
funcao de verossimilhanca pode ser escrita como:

iﬁli
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L(yla"'vynaﬂovﬂlaoj) = H(27T02)1/26XP{T;1_2 (y16061$1)2}

i=1
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A fungao de log-verossimilhanca fica dada entao por:

1OgL(y15"'ayn75056170—2) 7glog2ﬂ'7%10g027

- % ;(yz — Bo — Brxi)?

Precisamos entao resolver o sistema abaixo:

{ﬁ — LY (g = Bo— s =0

§log L
BE = gty (i — Bo— Pux)? =0

Isolando 62 na segunda equacdo e substituindo na primeira obtemos:

n

n A
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= WZ(yz —Bo — lez)zz =0= Z(yz —Bo — Blzz>xz =0
i=1

=1

D : (3)
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Que é o mesmo estimador obtido em (2), demonstrando a identidade
pedida.

Obtenha a distribuicao do estimador obtido no item a. Compare a
variancia desse estimador com a variancia do estimador de 31 quando
os dois parametros, By e (1, sao desconhecidos.

Comegemos notando que ﬁl é uma combinacao linear de normais, o
que decorre do fato de que a tnica parte aleatéria em (2) ser y;, que
por sua vez é uma varidvel aleatdéria por causa dos erros, que sao
normais. Assim sendo, Bl também é uma varidvel aleatéria com dis-
tribuicao normal. Basta encontramos sua média e variancia para de-
terminarmos completamente sua funcao de distribuigao. Comegemos
entdo calculando a esperanga de (2):
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Notando que E(y;) sob o modelo proposto é dada por 8y + (1z;:

E(G) = Yo zi(fo+ frw) Do xibo | Do xi(Bixy)

E?:l %2 Z?:l %2 E?:l xf
e S z; =B (4)

Donde temos que 3; é um estimador nao viesado para [3;. Resta
entao calcularmos sua variancia:

5y _ Do TiYi Soawi) S Ty
VGT(61>V“T<2?_1x% Tz ) =V \ S

Como toda Cov(y;,y;) = 0,7 # j, devido & independéncia dos erros,

temos:
A Yo Var(zy:) 1 L
Va’r(ﬁl) = = n = n Z; Var(yl)
(i 29)? (i 27)? 1221
o2 i T o

= (5)
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Assim por (4), (5) e pelas consideragoes ja feitas anteriormente temos

que:
N 0‘2
~ N -
o (5“ ST >

~ !
Seja B o estimador de 1 no modelo de regressao simples normal,
quando By e 31 sao desconhecidos. Temos 2 que:

2
Ny 1 o
2
Va’r(ﬂl ) =0 Zn =V n ) —2 (6)
iz (T — ) > ey Ty —NT
Comparemos agora (5) e (6). O numerador das duas expressoes é o
mesmo, o que vai decidir a comparacao vai ser o numerador. Notemos
que:

2Neter et al. (1996). Linear Applied Statistical Models. Irwin.



fo > fo —nz? = (5) < (6).
i=1 i=1

Assim, concluimos que a variancia do estimador para (1 quando Gy é
conhecido, é menor do que a variancia do estimador para 31 quando
os dois parametros sao desconhecidos, o que era intuitivo.

Construa o intervalo de confianca com coeficiente de confianga v para
E(y|xo), a resposta média para x = xzq. Justifique.

Comegemos definindo ¢, como um estimador para E(y|zo). Uma
definicao razoavel seria:

G20 = Bo + G120 = G0 (7)

E imediato que (7) é um estimador nio viesado para E(y|zo), pois:

Eljz,] = Bo + Bizo = E(y|zo)
Temos ainda que:

2‘72

= rA—
Osz

Notemos ainda que a distribui¢ao de g,, é conhecida, pois estamos
tratando novamente com uma composi¢do de normais. Assim (7)
segue uma distribuicao normal, a dizer:

Var(§az,) = Var(Bo + ﬂAlsco) = x%Var(ﬂAl)

o2
Uy ~ IN + Bizg, T2 ——
(I <50 Bro 05

A obtencao de intervalos de confianca para médias em populagoes
normais ¢ imediata. Precisamos apenas um estimador para o2, que
é desconhecido. Utilizemos M SFE, que sob nosso modelo fica como:

Syy - ﬁlszy

n—1
Onde Sy, = 371 a7 —ny” e Suy = 21 @iy — =" 20 @i D Y
Note-se que os graus de liberdade do numerador sdo n — 1 ao invés

de n — 2 do MSE no modelo com 3y e 1 desconhecidos, pois nao
perdemos um grau de liberdade como j& conhecemos (.

MSE =

Temos entao que:

9o — (Bo + P1zo)
MSE%Q’—z

i=17T;

~ tn-1)



Um intervalo de confianca v = 1 — « é dado entao por:

22 22
Jo — taj2n-11| MSE=i—5.0 + taj2n-1(| MSE=i"—5| -
[yo /2t E:i:1inf Yo+ taszn- E:i_1:E?]

Podemos verificar empiricamente esse resultado obtido através de
uma simulagao.

pertence.intervalo <- function(x,y,x0,b0,bl,a) {

n = length(x)

talpha2 = qt(1-a/2,n-1)

bl.chapeu <- estima.bl(x,y,b0)

yO <- b0 + bl.chapeu*x0

MSE <- ((sum(y~2) - sum(y)~2/n)

- bl.chapeux(sum(x*y) - sum(x)*sum(y)/n))/(n-1)
true <- bl*x0 + b0

lower.bound <- yO - talpha2*sqrt(MSE*x0"2/sum(x"2))
upper.bound <- y0 + talpha2+*sqrt (MSE*x0"2/sum(x~2))

if (true >= lower.bound & true <= upper.bound) { return(l) }
else { return(0) }
}

estima.bl <- function(x,y,b0) {
sum(x*y) /sum(x”2) - bO*sum(x)/sum(x”2)

}

E <- rnorm(1000%1000,0,0.1)
X <- matrix(rep(runif(1000),1000),byrow=T,ncol=1000)
Y <- 2%¥X + 3 + E # Fazemos bO = 3 e bl = 2

tot <- NULL

for (i in 1:1000) {

tot <- c(tot,pertence.intervalo(X[i,],Y[i,],0.5,3,2,0.05))
}

O script em R acima simula 1000 amostras de tamanho 1000 dessa
populacao e constréi 1000 intervalos de confianga, armazenando no
vetor tot o nimero de vezes que o intervalo conteve o parametro.
Usamos a = 0.05, By = 3 e 81 = 2. Rodando o script acima obtemos:

> source(’mae328-11.R’)
> mean(tot)

[1] 0.951

> source(’mae328-11.R’)



> mean(tot)
[1] 0.946

O que esté de acordo com nosso modelo.

6. Acredita-se que a umidade de um produto influencia a densidade final do
produto. Num experimento, a umidade foi controlada e a densidade final
foi medida resultando os seguintes dados (codificados).

umidade(z) |47 50 52 52 59 47 59 52 52 53 59 56 56

densidade(y)| 3 3 4 5 10 2 9 3 3 7T 6 6 4

(a) Se adotarmos o modelo de regressao linear, qual o significado pratico
de (17?
(1 serda a mudancga média ocasionada na densidade do produto, por
uma mudanga unitaria na umidade.

(b) Ajuste o modelo e construa a ANOVA.
Vamos ajustar o modelo linear simples dado por:

yi = Bo + Prxi + €

Comegemos calculando Sy, e Syy:

Sew =Y (2 = F)? =2109 Suy = yila; —F) =10.7
1=1

=1

Obtemos entao nossos estimadores para Gy e (:

By = % =5.073 fo=7— T =—21.848

Para construirmos a tabela de ANOVA, calculemos ainda as somas
de quadrados:

SSR = (8, = 54.28 SSE =S, — SSR =19.72

Temos entao que a tabela ANOVA sera dada por:

Source of Sum of Squares Degrees of Mean Fy

Variation Freedom Square
Regression 54.28 1 54.28  30.27
Residual 19.72 11 1.793
Total 74 12




8.

17.

(c) Teste as hipdteses Hy : 81 = 0 versus Hy : 8 # 0. Que modelo vocé
adotaria para esses dados?

Para testar essa hipdtese, basta utilizarmos a estatistica Fjy, que sob
Hy segue uma F(; ,,_g). Utilizando o R para obter o valor descritivo,
temos:

ax = P(Fy > 30.27) = 0.00019

O que nos leva a rejeitar Hy a alpha = 0.001, concluindo que o
modelo linear proposto é adequado para esses dados.

Adotou-se o modelo E(y|z) = (12 na situagdo em que o verdadeiro modelo
era E(y|z) = Bo + frz. Prove que o estimador de minimos quadrados de
(1 é viciado para (7 e determine seu vicio.

Sob o primeiro modelo, temos® que o estimador de minimos quadrados de
(1 é dado por:

ﬁAl _ Z?:1 YiZq
Z?:l .’I]%

Calculemos sua esperanca desse estimador sob o modelo correto:

iy - B Do Ui _ S ziE(y:) _ Sy i Bo + i)
Z?:l xf Z? 1 502 Z?:l zz2
i (Boxi + Araf) _ Bodliiwi | Pl 7
27 1 xf E?:1 xf Z?:1 3%2
Bodoi

= A

De onde decorre que (31 é viciado para 1, tendo vicio dado por:

B(A) = B(h - () = E (51 - <5ZZ =) - 502%1 =

Considere o modelo de regressao linear simples e deduza um intervalo de
confianca para E(y|z;) — E(y|z;). Se x; = x;+1, como ficaria o intervalo?
Por que nesse caso nao é necessario conhecer os valores de x; e x;7

Comecemos notando que:
E(ylz;) — E(ylz;) = Bo + rzi — (Bo + frxj) = P — x5)

Um estimador pontual razoavel para essa quantidade é dado por:

3Montgomery and Peck. (1982). Introduction to Linear Regression Analysis.



23.

dA: ﬂl(xz — Z'j)

Esse estimador entretanto é uma combinacao linear de (31, pois x; e z; sao
constantes. Como 31 é normal, temos que d também serd normal, com:

E(d) = E(B1(zi — x;)) = (xi — 2;)E(B1)) = (v — ;)b
(zi — z;)

n 3 _ .2
Do TP —nT

20.2

Var(ci) = Var(ﬂAl (i — ;) = (x; — xj)QVar(ﬂAl) =

E imediato portanto que:

d—d
(zi—x;)2MSE
S x2—nT>

~ t(n—2)

E assim um intervalo de conflanca v = 1 — o para d = f1(x; — x;) serd
dado por:

5 (x; —x;)2MSE
Bz —x5) —tajon—2 mvﬂl(xi — ;) +tajan—2 W

Alternativamente, se z; = x; + 1 teremos que queremos estimar:

E(ylz;) — E(ylz;) = fi(z; — x5 +1) = By

Ou seja, queremos um intervalo de confianga para ;. O que obtemos
fazendo (z; — ;) = 1 no intervalo de confianga anterior. O intervalo de
confianca ndo depende de z; e x; justamente porque E(y|z;) — E(y|z;)
nesse caso independente de x; e x;.

Os dados da tabela B4 contém dados para 24 casas vendidas en Erie,
Pensilvania.

(a) Ajuste um modelo de regressao linear simples relacionando o prego
da casa com as taxas atuais (z1).

Vamos ajustar o modelo linear simples dado por:
y=Po+ frx1+e€

Comegemos calculando Sy, e Syy:

Szz = Z(l'i —7)?=5756 Sy = Zyi(zi —-7T)=1914
i=1

i=1



Obtemos entao nossos estimadores para Gy e (:

N S, N N
B = Sy =3324 [By=7y— /T =13.32

Para construirmos a tabela de ANOVA, calculemos ainda as somas
de quadrados:

SSR = 3,5, = 6362 SSE =S5, —SSR=192.9

Temos entao que a tabela ANOVA sera dada por:

Source of Sum of Squares Degrees of Mean Fj

Variation Freedom Square
Regression 636.2 1 636.2 72.6
Residual 192.9 22 8.768
Total 829 23

Teste a significancia da regressao.

Basta calcularmos o nivel descritivo do teste. A partir da tabela de
ANOVA temos:

ot = P(Fy >72.6)=21x10"%
O que garante a rejeidao de Hy : 1 = 0 para qualquer a > o =
2.1 x 1078,

Qual a porcentagem da variabilidade do preco de venda que esta
sendo explicada por esse modelo?

Basta calcularmos o coeficiente de determinagao:

_ SSR 636.2

R? ===
Syy 829

= 0.767

O que nos diz que 76% da variabilidade do prego de venda estd sendo
explicada por este modelo.

Encontre um intervalo de confianca de 95% para 3.

Temos que um intervalo de confianca v = 1 — o para (3; no modelo
linear simples é dado por:

BA Ly MSE B 4t MSE
1 a/2,n—2 2?21 1'12 . TLE2 » M1 a/2,n—2 Z?:l SC? _ TLE2

Substituindo os valores conhecidos obtemos:

IC(51,0.95) = [2.515,4.134]



(e) Encontre um intervalo de confianca de 95% para o prego média de
venda para uma casa cujas taxas atuais sao $750.00.

Um intervalo de confianga com v = 1 — « para E(y|xo) nesse modelo
é dado por:

1 _ 7\2 1 _ 7\2
Go — taspn oy | MSE (£ GO TN oy oy e (L4 @ D7

Substituindo os valores conhecidos e notando que z7 = 750/1000 =
0.75, temos que um intervalo de confianca para ¥y serd dado por:

1C(yo,0.95) = [11.06,20.56].

Sobre
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