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Resumo

Estudamos no presente trabalho, através do uso de simulagbes, o comporta-
mento de diferentes planos amostrais comuns na literatura [1], comparando-os e
verificando quais procedimentos se apresentam mais eficientes. Verificamos tam-
bém a adequacao das suposigoes tedricas para uso dos estimadores, assim como
a adequacao dos resultados simulados ao esperado na teoria. Na primeira parte
comparamos o desempenho do estimador média amostral sob o plano aleatério
simples com reposicao, para duas populacoes finitas arbitrarias simuladas. Na
segunda parte utilizamos um conjunto de dados disponibilizado pelo IBGE [2]
para o estudo de diferentes planos amostrais e o comportamento dos estimadores
apropriados dentro de cada plano.
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1 Partel - AAS e o Teorema do Limite Central

Nessa parte, geramos duas populagoes diferentes com distribuicoes distintas, e
estudamos o efeito da variagao do tamanho na amostra na distribuicao da média
e de sua precisao para a construgao de intervalos de confianga. Os comandos
utilizados foram executados no pacote estatistico R [3].

1.1 Populagao Normal

Comegamos definindo uma populagao com N = 500, através da geracao de
valores de uma normal com média 100 e variancia 400 (desvio-padréo 20):

> popl <- rnorm(500,100,20)
> pop1[1:10]

[1] 62.90821 85.22546 135.45564 89.97311 65.04107 105.97195 73.98320
[8] 97.31953 104.27081 78.32411

Acima temos os primeiros 10 elementos da populacao. Na Figura 1 temos o
histograma de densidades para essa populagao. Para essa populacao obtivemos
ainda, p e ¢ iguais respectivamente a:

> c(mean(popl1), sd(popl))
[1] 99.72274 20.25131

A partir do sistema de referéncias para essa populagdo Y = {1,2,...,500},
vamos gerar 1000 amostras aleatorias simples com reposicao de tamanho 10, 30
e 50. Para isso basta utilizar a funcao sample () para sortear 1000 conjuntos de
nimeros de 1 a 500, de tamanhos 10, 30 e 50 respectivamente.

amostras.taml0 <- matrix(sample(1:500,10%1000,replace=TRUE),ncol=10)
amostras.tam30 <- matrix(sample(1:500,30%1000,replace=TRUE),ncol=30)
amostras.tam50 <- matrix(sample(1:500,50%1000,replace=TRUE),ncol=50)

A 242 amostra de tamanho 10, é, por exemplo:
> amostras.tam10[24, ]
[1] 63 468 250 482 455 425 237 57 175 270
Que nos retornaria os valores populacionais:
> popl[amostras.tam10[24, ]]

[1] 80.00219 97.05419 91.10718 95.57220 95.10775 86.54849 95.10310
[8] 116.27813 128.56240 126.10750

Definimos agora a fungao checa.ic:
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Figura 1: Histograma para a Populagao 1

checa.ic <- function(amostra,pop) {
amostra <- pop[amostra]
med.real <- mean(pop)
Z <- qnorm(0.975)
conf.L <- mean(amostra) - Z#*sqrt(var(amostra)/length(amostra))
conf.U <- mean(amostra) + Z#*sqrt(var(amostra)/length(amostra))
if (med.real >= conf.L & med.real <= conf.U) {
return(1)
}

return(0)

Essa funcao recebe como paramétro um vetor com a amostra e outro com
a populacao, e constréi um intervalo de confianca para a média da populagao,
com v = 95%. Ela verifica entdo se o intervalo de confianga contém a média
real da populacao, se sim, retorna 1, caso contrario retorna 0.

Para a amostra que tomamos como exemplo acima temos:

> c(mean(popl[amostras.tam10[24, ]1]), sd(popl[amostras.tam10[24,
+ 110



[1] 101.14431 16.61803
> checa.ic(amostras.tam10[24, ], popl)
[11 1

Como a fungao retornou 1, o intervalo de confianga com v = 95% contém a
média real da populagdo 1. Basta agora aplicar a fungio checa.ic() a tododas
as amostras de tamanho 10, 30 e 50 e verificar quantas continham a média real.
Para isso basta utilizarmos os comandos abaixo:

> mean (apply (amostras.taml0, 1, checa.ic, pop = popl))

[1] 0.916
> mean (apply (amostras.tam30, 1, checa.ic, pop = popl))
[1] 0.928
> mean (apply(amostras.tamb0, 1, checa.ic, pop = popl))

[1] 0.949

Donde obtemos que para as amostras de tamanho 10, a cobertura foi de
91.6%, para as amostras de tamanho 30 foi de 92.8% e para as de tamanho 50
94.4%. Observa-se que quanto maior o tamanho da amostra mais préximo o
nivel de cobertura observado foi do nivel de confianca nominal de 95%. Esse
resultado era esperado pelo Teorema do Limite Central [4], que diz que a soma de
n variavis aleatérias independentes converge em distribuicao para uma variavel
aleatéria normal, conforme n cresce.

Nas Figuras 2, 3 e 4 temos os histogramas e QQPlots para a média amostral
para as 1000 amostras de tamanho 10, 30 e 50 respectivamente. Observa-se que
a aproximacao normal é cada vez melhor, e que a variabilidade decresce com o
aumento da amostra.



Xbarra, AASc (n=10) Normal Q-Q Plot
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Figura 2: Distribuicio de X com amostras de tamanho 10, Populacio Normal

Xbarra, AASc (n=30) Normal Q-Q Plot
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Figura 3: Distribuicio de X com amostras de tamanho 30, Populacio Normal



Xbarra, AASc (n=50) Normal Q-Q Plot
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Figura 4: Distribuicio de X com amostras de tamanho 50, Populacio Normal



1.2 Populacao Gama

Queremos gerar uma populagao a partir de uma amostra de uma Gama com
média 100 e varidncia 400 (desvio-padrao 20). Comegemos notando que se
X ~ Gama(r,\), E(X)=r1/X e Var(X) = r/\2. Resolvendo o sistema:

{

Geramos entao N = 500 valores de uma variavel aleatéria Gama com r = 25
eA=1/4:

= 100

1

o=

> pop2 <- rgamma(500,25,1/4)

Temos ainda para essa populagao u = 100.9 e 0 = 19.77. Na Figura 5 temos
o seu histograma de densidade.
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Figura 5: Histograma para a Populagao 2

De forma analoga a realizada para a populagao 1, construimos 1000 intervalos
de confianca com tamanho de amostra 10, 30 e 50, obtendo os seguintes niveis
de cobertura:

> mean (apply(amostras.taml0, 1, checa.ic, pop = pop2))



[1] 0.912

> mean (apply(amostras.tam30, 1, checa.ic, pop = pop2))
[1] 0.946
> mean (apply (amostras.tam50, 1, checa.ic, pop = pop2))

[1] 0.948

Tivemos entdo que para as amostras de tamanho 10, a cobertura foi de
91.2%, para as amostras de tamanho 30 foi de 94.6% e para as de tamanho 50
94.8%. Observa-se novamente que quanto maior o tamanho da amostra mais
préximo o nivel de cobertura observado foi do nivel de confianga nominal de
95%

Nas Figuras 6, 7 e 8 temos os histogramas e QQPlots para a média amostral
para as 1000 amostras de tamanho 10, 30 e 50 respectivamente. Observa-se que
a aproximacao normal é cada vez melhor, e que a variabilidade decresce com o
aumento da amostra. Nota-se que a aproximacao nao é tao boa comparada com
quando usamos uma populagao normal, principalmente por causa dos pontos
extremos, entretanto para amostras maiores essa influéncia dos pontos extremos
também perde importancia.
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Figura 6: Distribuicio de X com amostras de tamanho 10, Populacio Gama



Xbarra, AASc (n=30) Normal Q-Q Plot
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Figura 7: Distribuicio de X com amostras de tamanho 30, Populacio Gama

Xbarra, AASc (n=50) Normal Q-Q Plot
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Figura 8: Distribuicao de X com amostras de tamanho 50, Populacao Gama

2 Parte 2 - Comparacgao de Planos Amostrais

2.1 Descricao da Populagao Utilizada

Obtivemos a partir do site do IBGE [2], a populagdo descrita na Tabela 2.1.
Sao dados por estado (ntimeros obtidos em 2002), da populagdo e do niimero
de telefones celulares. Os estados estao agrupados por regiao. Nas analises que
se seguem, utilizaremos diferentes procedimentos amostrais com o intuito de
estimar o total populacional do ntimero de celulares (7 = 23802867), através de
uma amostra de tamanho n = 10. Compararemos entao os diferentes planos
amostrais através da distribuicao do estimador expansao apropriado para cada



Caso.

populacao celulares regiao
Rondonia 1377792.00 70267.39 Norte
Acre 557226.00 49035.89 Norte
Amazonas 2813085.00 337570.20 Norte
Roraima 324152.00 34035.96 Norte
Para  6189550.00  420889.40 Norte
Amapd 475843.00 56149.47 Norte
Tocantins 1155913.00 48548.35 Norte
Maranhao 5642960.00 220075.44 Nordeste
Piauf 2841202.00 116489.28 Nordeste
Ceara  7418476.00  489619.42 Nordeste
Rio Grande do Norte 2771538.00 257753.03 Nordeste
Paraiba  3439344.00  244193.42 Nordeste
Pernambuco 7911937.00 933608.57 Nordeste
Alagoas  2819172.00  256544.65 Nordeste
Sergipe 1781714.00 162135.97 Nordeste
Bahia 13066910.00  940817.52 Nordeste
Minas Gerais 17866402.00 1965304.22 Sudeste
Espirito Santo  3094390.00  371326.80 Sudeste
Rio de Janeiro 14367083.00 3965314.91 Sudeste
Sao Paulo 36969476.00 7098139.39 Sudeste
Parand  9558454.00 1185248.30 Sul
Santa Catarina  5349580.00  797087.42 Sul
Rio Grande do Sul 10181749.00 2026168.05 Sul
Mato Grosso do Sul 2074877.00  255209.87 Centro—Qeste
Mato Grosso 2502260.00  265239.56 Centro—Qeste
Goias  4996439.00  504640.34 Centro—Qeste
Distrito Federal 2043169.00 731454.50 Centro—OQeste

Tabela 1: Populagao: Conjunto de Dados do IBGE sobre ntimero de telefones
celulares no Brasil em 2002.

2.2 AASc - Amostra Aleatéria Simples

Como primeira opgao consideramos a amostra aleatdria simples com reposicao.
Obteremos amostras aleatorias com reposicao de tamanho n = 10, e utilizaremos
o estimador expansao populacional:

T(s) = # = N7, (1)

que é um estimador néo viesado do total populacional [1].
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2.2.1 Implementagao

Para simular os procedimentos amostrais estudados, vamos utilizar funcées em
R para cada um deles. Para tal, comecamos criando uma classe “amostra”,
cujos objetos vao armazenar o resultado da simulagao de um dado procedimento
amostral. Criamos entao uma funcao para cada procedimento amostral. Cada
funcao retorna um objeto da classe “amostra”; que nos permite facilmente gerar
relatérios e graficos sobre um dado procedimento. Para comecar, tomemos a
funcao mais simples, a da amostra aleatdria simples com reposi¢ao:

> AASc

function (N, n, variavel, estatistica = c("media", "tau"))
{
estatistica <- match.arg(estatistica)
Est <- numeric(N)
for (j in 1:N) {
yb <- mean(sample(variavel, n, replace = TRUE))
Est[j] <- switch(estatistica, media = yb, tau = length(variavel) *
yb)
}
res <- list(resultados = Est, estatistica = estatistica,
N =N, n=n, y=variavel, y.name = deparse(substitute(variavel)),
tipo.amostra = "AASc")
class(res) <- c("amostra", "list")
return(res)

Essa funcao leva como paramétros o nimero de vezes que o procedimento
amostral serd aplicado, o tamanho da amostra, a variavel de interesse, e a esta-
tistica que desejamos estudar. Usamos “tau” para estimar o total populacional
através do estimador expansdo (equagdo 1), ou “media” para estimar a média
populacional através de 7.

Temos agora duas funcoes, uma para fazer um grafico a partir do objeto
amostra retornado pela funcdo AASc() e outra para imprimir um sumério na
tela:

> plot.amostra

function (res, qgplot = FALSE, ...)
{
if (qgplot == TRUE) {
par(mfrow = c(1, 2))
}
titulo <- paste(res$tipo.amostra, "\n", res$N, "amostras de tamanho",
sum(res$n))
xlab <- paste(res$y.name, "\nEstatistica: ", res$estatistica)

11



parametro <- switch(res$estatistica, tau = sum(res$y), media = mean(res$y),
razao = sum(res$y)/sum(res$x))
hist(res$resultados, main = titulo, xlab = xlab, prob = T,
)
abline(v = parametro, 1lty = 2)
if (qgplot == TRUE) {
qquorm(res$resultados)
}
}

> print.amostra

function (res)

{

cat (" Anilise do Procedimento Amostral\n\n")

cat(" Procedimento amostral: ", res$tipo.amostra, "\n",
sep = "")

cat(" Variavel: ", res$y.name, "\n")

cat(" N =", length(res$y), ", n = ", sum(res$n), "\n",
sep = "")

if ('is.null(res$estratos)) {
cat(" estratos: ", res$estratos.name, " (", length(res$n),

" niveis)\n", sep = "")

cat(" nh:", res$n, "\n")

}

if ('is.null(res$x)) {
cat(" Variavel auxiliar X: ", res$x.name, "\n")

}

cat(" Numero de amostras simuladas: ", res$N, "\n")

cat(" Estatistica utilizada: ", res$estatistica, "\n")

cat ("\tvalor populacional: ", switch(res$estatistica, tau = sum(res$y),
media = mean(res$y), razao = sum(res$y)/sum(res$x)),
"\n", sep = "")

cat("\tmedia: ", format(mean(res$resultados), nsmall = 0),
"\n")

cat("\tvariancia: ", var(res$resultados), "\n")

return(invisible(res))

}

A primeira gera um histograma de freqiiéncia com o vetor das estatisticas,
indicando no gréfico através de uma linha tracejada qual o valor do parametro
populacional. Caso o parametro opcional qqgplot seja especificado, é feito tam-
bém um qqgplot do vetor. A segunda gera uma saida com a descrigao do plano
amostral e algumas estatisticas do vetor de estatisticas.
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2.2.2 Simulacao do Procedimento Amostral

Vamos entao simular 1000 amostras de tamanho n = 10, através da amostra
aleatoria simples com reposicao, da populacao descrita na Tabela 2.1, tendo
como interesse estimar o total populacional do nimero de celulares no Brasil.
Com as fungoes definidas acima, basta utilizar:

> aas <- AASc(1000,10,celulares,estatistica="tau")

Temos armazenada na varidavel aas as informagoes sobre a simulagao. Basta
entao pedir para ver seu conteido, que o método de sumaério definido acima
toma conta do resto:

> aas

Andlise do Procedimento Amostral

Procedimento amostral: AASc
Variavel: celulares
N =27, n=10
Numero de amostras simuladas: 1000
Estatistica utilizada: tau
valor populacional: 23802867
media: 24137619
varidncia: 1.545e+14

Observamos que o valor ficou proximo do total populacional, e que a vari-
ancia do estimador ficou na ordem de 10'*. Podemos também ver o histograma
e o qqplot na Figura 9 de densidades para o estimador expansao. Notamos que
a distribuicao é razoavelmente assimétrica a esquerda, revelando que a aproxi-
magao normal nao seria tao boa.
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> plot(aas, qgplot = TRUE)

AASCc

1000 amostras de tamanho 10 Normal Q-Q Plot
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Figura 9: Distribuigao do estimador expansao na AASc

2.3 AES - Amostra aleatoria estratificada

A amostragem estratificada consiste na divisao de uma populacao em estratos
segundo caracteristicas conhecidas da populacao, de forma que atinja uma me-
lhoria da precisao das estimativas. Dentro de cada estrato, obtem-se amostras
seguindo algum plano amostral, e utilizando-se as informacoes sobre o tama-
nho de cada estrato e a amostra dentro de cada um, constrdi-se um estimador
estratificado. Quanto maiores as diferencas entre os estratos e quanto mais ho-
mogénea a caracteristica de interesse dentro dos estratos, mais eficiente sera o
procedimento de amostragem estratificada.

Através da estrutura dos dados da Tabela 2.1, uma estratificagao que se
sugere € a por regiao do pafs. Como o niimero de celulares esta relacionado com
o desenvolvimento tecnolégico de cada lugar, é de de esperar que determinadas
regides tenham maior nimero de celulares enquanto outras menos. Para verificar
isso, fazemos o boxplot do nimero de celulares por cada regiao. O resulado pode
ser visto na Figura 10. Nota-se claramente que o ntimero de celulares varia
bastante de regiao para regiao, e que um procedimento amostral estratificado
pode melhorar bastante a preciao das estimativas.

Para estimar o total populacional através desse procedimento amostral, uti-
lizaremos o estimador expansao estratificado:

Tes = Z Nhyha (2)
h=1H

. o~ _ 1 ,

onde aqui H = 5 (5 regides), T, = 7~ > ;c,, Yhi» Na € 0 tamanho do estrato h e
np é o tamanho da amostra (aleatdria simples com reposigao) retirada do estrato
h. Note-se que conhecemos N, mas ny precisamos determinar. Comecemos

14



> boxplot(celulares ~ regiao)
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Figura 10: Numero de celulares por regiao

utilizando a alocagao proporcional. Nessa alocagao tem-se que:

np =nN——

N

Utilizando-se os dados da Tabela 2.1, temos:

> Nh <- tapply(as.numeric(regiao), regiao, length)
>n <- 10

> N <= 27

> round(n * Nh/N)

Centro-Oeste Nordeste Norte Sudeste
1 3 3 1

Notemos que no arredondamento perdemos uma amostra.

Sul
1

Nos sabemos

que apesar de acordo com a Tabela 2.1, o Distrito-Federal ter sido considerado
como um estado do Centro-Oeste, deixando a regiao com N, = 4, na verdade
o Distrito-Federal ndo é um estado de fato. Como na regiao Sudeste temos
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Np = 4 e os 4 sao estados de fato, deixemos essa amostra adicional para a
regiao Sudeste. definamos entao nj como:

> nh.proporcional <- c(1, 3, 3, 2, 1)
Tendo o numero de amostras por estrato, basta agora utilizar a fungao:
> AES

function (N, nh, variavel, estratos, estatistica = c("media",

"tau"))
{
Est <- numeric(N)
Nh <- tapply(as.numeric(estratos), estratos, length)
for (j in 1:N) {
ybh <- numeric(max(as.numeric(estratos)))
for (i in 1:max(as.numeric(estratos))) {
ybh[i] <- mean(sample(variavel[as.numeric(estratos) ==
i], nh[i], replace = TRUE))
}
Est[j] <- switch(estatistica, media = sum(Nh * ybh)/sum(Nh),
tau = sum(Nh * ybh))
}
res <- list(resultados = Est, estatistica = estatistica,
N =N, n = nh, y = variavel, y.name = deparse(substitute(variavel)),
estratos = estratos, estratos.names = deparse(substitute(estratos)),
tipo.amostra = "AES")
class(res) <- c("amostra", "list")
return(res)
}

Com o comando abaixo geramos 1000 amostras de tamanho n = 10, com
alocagao proporcional das amostras entre os estratos, utilizando o estimador 2
para estimar o total populacional do nimero de celulares.

> aes.prop <- AES(1000,nh.proporcional,celulares,regiao,estatistica="tau")

> aes.prop

Analise do Procedimento Amostral

Procedimento amostral: AES
Variavel: celulares

N =27, n=10

estratos: regiao (5 niveis)

nh: 1 3321

Numero de amostras simuladas: 1000
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Estatistica utilizada: tau
valor populacional: 23802867
media: 24027986
varidncia: b5.646e+13

J& foi possivel notar uma sensivel melhora na precisdo do estimador. A
média ficou mais préxima do parametro populacional, e a variancia caiu para
ordem de 5 x 10'3. Na Figura 11 temos o histograma e o qqplot para o vetor de
estimativas. Além da reducao da variablidade, é possivel notar que a distribuigao
do estimador nao é mais assimétrica, aparentando ser razoavelmente aproximada
por uma normal.

> plot(aes.prop, qqplot = TRUE)

AES
Normal Q-Q Plot
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Figura 11: Distribui¢do do estimador expansdo na AES com alocagao proporci-
onal.

Utilizemos agora a alocagao 6tima de Neyman, que é dada por:
Nnpop,
n—nh
H
2 h=1Nnon

Novamente utilizando os dados da Tabela 2.1, temos:

np =

> sigmah <- tapply(celulares, regiao, sd)

> Nh <- tapply(as.numeric(regiao), regiao, length)

>n <- 10

> N <= 27

> round(n * Nh * sigmah/sum(Nh * sigmah))

Centro-QOeste Nordeste Norte Sudeste Sul
0 2 1 6 1
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Dessa vez Y np = 10, entretanto ficamos com uma amostra de tamanho 6
para a regiao Sudeste e uma amostra de tamanho 0 para a regiao Centro-Oeste.
Tiramos uma da regiao Sudeste, passando para a regiao Centro-Oeste, ja que
a regiao Sudeste s6 tem 4 estados, e que temos que amostrar pelo menos um
individuo de cada estrato para que o estimador estratificado seja nao viciado.
Temos entao:

> nh.otima <- c¢(1, 2, 1, 5, 1)

Com o comando abaixo geramos 1000 amostras de tamanho n = 10, com
alocagao 6tima de Neyman dos tamanhos das amostras dentro dos estratos, uti-
lizando o estimador 2 para estimar o total populacional do niimero de celulares.

> aes.otim <- AES(1000,nh.otima,celulares,regiao,estatistica="tau")
> aes.otim

Analise do Procedimento Amostral

Procedimento amostral: AES
Variavel: celulares
N=27,n=10
estratos: regiao (5 niveis)
nh: 12151
Numero de amostras simuladas: 1000
Estatistica utilizada: tau
valor populacional: 23802867
media: 23775386
varidncia: 2.751e+13

Notamos que o estimador ficou mais preciso ainda, tendo a sua variancia
caido pela metade, além da sua média estar mais préxima do parametro popu-
lacional. Na Figura 12 temos o histograma de densidades e o grafico QQPlot,
mostrando a convergéncia para a normal e a redugao na variancia.

2.4 RAAS - Estimador do Tipo Razao Simples

Estimadores do tipo razao sao apropriados quando a cada elemento ¢ da popu-
lagao tem-se associado o par (X;,Y;), onde a varidvel X é conhecida para cada
elemento, sendo introduzida para se melhorar a precisao das estimativas.

No caso dos dados considerados na Tabela 2.1, a varidavel populacao, que
é conhecida para todos os estados, pode ser utilizada para tornar a precisao
da estimativa do niimero de celulares mais precisa. Para isso, consideramos o
estimador razao do total populacional:

7A'YZ—TX

8|
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> plot(aes.otim, qqplot = TRUE)

AES

1000 amostras de tamanho 10 Normal Q-Q Plot
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Figura 12: Distribui¢ao do estimador expansao na AES com alocagao étima.

onde 7x = 169590693, ¥ e T sao obtidos através de uma amostra de tamanho
n = 10. Notemos entretanto que esse estimador é viesado para 7y. De acordo
com [1], para ter viés pequeno devemos ter:
o)X g
CcV(Y)

que no caso da populacao acima é dado por 0.6658. Logo o viés provavel-
mente nao serd desprezivel. Por outro lado, tem-se [1] que o estimador razao do
total populacional, serd mais preciso que o estimador expansao na AASc quando
CV(X)/CV(Y) estiver entre 0.5 ¢ 1.3 e p(X,Y") for maior que 0.6. Novamente
para os dados dessa populagao obtemos:

C
S =0.7112 p(X,Y) = 0.9361

Indicando que o estimador total razao terda menor variabilidade que o esti-
mador expansao na AASc. Para realizar a amostragem e aplicar o estimador
consideramos a funcao:

> RAAS

function (N, n, x, y, estatistica = c("razao", "tau", "media"))
{
if (length(x) != length(y)) {
stop("x and y are not the same size.")
}

Est <- numeric(N)
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for (i in 1:N) {
amostra <- sample(l:length(x), n, replace = TRUE)
r <- mean(y[amostral)/mean(x[amostra])
Est[i] <- switch(estatistica, razao = r, tau = r * sum(x),
media = r * mean(x))
}
res <- list(resultados = Est, estatistica = estatistica,
N=N, n=n, y=y, y.name = deparse(substitute(y)),

X = X, x.name = deparse(substitute(x)), tipo.amostra = "RAAS")
class(res) <- c("amostra", "list")
return(res)

Com o comando abaixo simulamos 1000 amostras de tamanho 10, estimando
o numero total de celulares pelo estimador razao do total populacional:

raas <- RAAS(1000,10,populacao,celulares,estatistica="tau")
> raas

Andlise do Procedimento Amostral

Procedimento amostral: RAAS
Variavel: celulares
N =27, n=10
Varidvel auxiliar X: populacao
Numero de amostras simuladas: 1000
Estatistica utilizada: tau
valor populacional: 23802867
media: 22279765
varidncia: 2.799e+13

Observa-se que a variabilidade foi bem reduzida em relagdo a AASc, obtendo
valores quase tao precisos quanto os da amostragem estratificada com alocagao
6tima de Neyman. Entretanto o viés foi relativamente alto, ficando a média das
estimativas distante do valor real na ordem de 107.

Na Figura 13 temos o histograma de densidade e o QQPlot para o proce-
dimento amostral considerado. Ambos os graficos indicam evidéncias de fuga
de normalidade, sugerindo uma distribuicao bimodal para o estimador. Logo,
apesar da reducao na variabilidade, tanto a fuga da normalidade quanto o viés
foram pontos negativos desse procedimento.

2.5 RAAS - Estimador do Tipo Razao Estratificado

Uma alternativa ao estimador razao, quando a populagao esta estratificada,
é aproveitar essa estratificagao para produzir um estimador razao que leve a
estratificacdo em conta. Sejam 7, Tn, € Tx, as médias amostrais correspondentes
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> plot(raas, qqplot = TRUE)

RAAS

1000 amostras de tamanho 10 Normal Q-Q Plot
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Figura 13: Distribuicao do estimador razao simples do total populacional.

as variaveis Y e X e o total da variavel X, respectivamente, no estrato h. Como
um estimador do total populacional 7y, pode-se considerar:

H
Tre = Z Nhth
h=1

Onde temos que:

H H
Var(Ty.) = Var (Z NiYpn | = Z NEVar (Ygp)
h=1 h=1

&

12

H
> - (0%, + Riok, — 2Rup(X,Y)nov,0x,)
h=1

Para AASc dentro dos estratos e tamanho de amostra suficientemente grande
dentro de cada estrato [1]. Para n fixado, é possivel minimizar essa variancia,
tomando o procedimento 6timo de Neyman:

Nnor,

np =n—m————"
H
Zh:l NhURh

Onde na AASc:
0-}2%)1 = 032’;1 —2Rpp(X,Y)poy,0x, + Riag(h

Calculando esses valores para a nossa populagao em estudo temos:

21



> Nh <- tapply(as.numeric(regiao), regiao, length)
>n <- 10

> N <= 27

> TYh <- tapply(celulares, regiao, sum)

> TXh <- tapply(populacao, regiao, sum)

> Rh <- TYh/TXh

> sigma2yh <- tapply(celulares, regiao, var)
> sigmayh <- tapply(celulares, regiao, sd)
> sigma2xh <- tapply(populacao, regiao, var)
> sigmaxh <- tapply(populacao, regiao, sd)
> rhoh <- numeric(5)

> for (i in 1:5) {

+ indices <- as.numeric(regiao) ==

+ rhoh[i] <- cor(celulares[indices], populacao[indices])

+ }

> sigmaZRh <- sigma2yh - 2 * Rh * rhoh * sigmayh * sigmaxh + Rh~2 *
+ sigma2xh

> sigmaRh <- sqrt(sigmaZ2Rh)

> n * Nh * sigmaRh/sum(Nh * sigmaRh)

Centro-Oeste Nordeste Norte Sudeste Sul
1.3886 1.5866 0.4979 5.1977 1.3291

> round(n * Nh * sigmaRh/sum(Nh * sigmaRh))

Centro-Oeste Nordeste Norte Sudeste Sul
1 2 0 5 1

Como apéds o arredondamento Y np = 9 < 10, e tendo a regiao Norte ficado
com nh = 0, deixamos a alocagao como:

> nhr.otima <- c¢(1, 2, 1, 5, 1)

Definida a alocagao, implementamos a funcao abaixo para o estimador razao
estratificado:

> RAAS.estr

function (N, nh, x, y, estratos, estatistica = c("tau", "media"))
{
if (length(x) !'= length(y)) {
stop("x and y are not the same size.")
}
Est <- numeric(N)
Nh <- tapply(as.numeric(estratos), estratos, length)
for (i in 1:N) {
yrh <- numeric(max(as.numeric(estratos)))
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for (j in 1:max(as.numeric(estratos))) {
amostra <- sample(1:Nh[j], nh[j], replace = TRUE)
fatores <- as.numeric(estratos)
r <- mean(y[fatores == j] [amostra])/mean(x[fatores ==
j1 [amostral)
yrh[j] <- r * mean(x[fatores == j])
}
Est[i] <- switch(estatistica, tau = sum(Nh * yrh), media = sum(Nh *
yrh) /sum(Nh))
}
res <- list(resultados = Est, estatistica = estatistica,
estratos = estratos, estratos.name = deparse(substitute(estratos)),
N =DN, n=nh, y=y, y.name = deparse(substitute(y)),

X = X, x.name = deparse(substitute(x)), tipo.amostra = "RAAS.estr")
class(res) <- c("amostra", "list")
return(res)

Com o comando abaixo simulamos 1000 amostras de tamanho n = 10 de
acordo com a alocagao 6tima de Neyman, utilizando o estimador total razao
estratificado para estimar o niimero total de celulares.

raas.estr <- RAAS.estr(1000,nhr.otima,populacao,celulares,regiao,estatistica="tau")
> raas.estr

Andlise do Procedimento Amostral

Procedimento amostral: RAAS.estr
Variavel: celulares
N=27,n=10
estratos: regiao (5 niveis)
nh: 12151
Variavel auxiliar X: populacao
Numero de amostras simuladas: 1000
Estatistica utilizada: tau
valor populacional: 23802867
media: 24010423
varidncia: 6.82e+12

O que mostra que nao sé a estimativa ficou quase 100 vezes mais precisa (a
varidncia caiu para a ordem de 10'?) em relacio a AASc, como o viés parece
ter desaparecido. A estimativa do total populacional foi precisa até a ordem de
105. Na figura 14 o histograma de densidade e o QQ-Plot para as estimativas
dentro desse delineamento amostral. A distribuicao se mostra simétrica mas
com caudas mais pesadas que a distribuigao normal, sugerindo que a construgao
de intervalos de confianga baseada na suposi¢ao de normalidade nao seria muito
aconselhavel para esse tamanho de amostra.
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> plot(raas.estr, qqplot = TRUE)
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Figura 14: Distribuicao do estimador razao estratificado do total populacional.

2.6 RAAS - Estimador do Tipo Razao com Probabilidades
Desiguais

Consideremos agora o estimador razao com probabilidades desiguais. Conside-
remos uma amostra s de tamanho n selecionada de uma populagao na qual ao
elemento ¢ temos associado o par (X;,Y;), onde a varidvel X é sempre conhecida.
Tomemos o estimador razao dado por:

1Y 1
DI AP
1€ES

i€ESs

onde R, = X;/Y;,i = 1,...,N. Num plano amostral com probabilidades
desiguais, associamos a cada elemento ¢ da populacao uma probabilidade arbi-
traria Z; de selegao. No caso do estimador razao, aproveitamos o fato que os
valores de X; sao conhecidos e, impomos que os valores de R; serao selecionados
com probabilidades:

X; X,
Zi=on = (3)
Zi:l Xz TX
onde é imediato que > Z; = 1. De acordo com esse planejamento 7 é um

estimador nao viesado para a razao populacional R [1]. A partir do problema
9.8 proposto em [1], obtemos o estimador para 7y, baseado em 7, dado por:

7A'y :FTx. (4)

Utilizando o Teorema 9.5 de [1], temos que sob o delineamento amostral com
probabilidades finidas de acordo com a equagao 3:
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. _ _ T
Bﬂry]::Eﬂrtx]::Txlﬂr]::Txfizzﬂx—z-::Ty.
X
Através da funcao implementada abaixo, simulamos esse delineamento amos-
tral N vezes:

> RAAS.desig

function (N, n, x, y, estatistica = c("razao", "tau", "media"))
{
if (length(x) !'= length(y)) {
stop("x and y are not the same size.")
}
Est <- numeric(N)
for (i in 1:N) {
amostra <- sample(l:length(x), n, replace = TRUE, prob = x/sum(x))
r <- sum(y[amostral]/x[amostral)/n
Est[i] <- switch(estatistica, razao = r, tau = r * sum(x),
media = r * mean(x))
}
res <- list(resultados = Est, estatistica = estatistica,
N=DN,n=n, y=y, y.name = deparse(substitute(y)),

X = X, x.name = deparse(substitute(x)), tipo.amostra = "RAAS.desig")
class(res) <- c("amostra", "list")
return(res)

Com o comando abaixo simulamos 1000 amostras de tamanho n = 10 da po-
pulagao descrita na Tabela 2.1, de acordo com o delineamento amostral acima e
utilizando o estimador definido na equagao (4) para estimar o total populacional
do numero de celulares:

raas.desig <- RAAS.desig(1000,10,populacao,celulares,estatistica="tau")
> raas.desig

Andlise do Procedimento Amostral

Procedimento amostral: RAAS.desig
Variavel: celulares
N=27,n=10
Variavel auxiliar X: populacao
Numero de amostras simuladas: 1000
Estatistica utilizada: tau
valor populacional: 23802867
media: 23763472
varidncia: 1.411e+13
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Notamos que em relacdo ao procedimento amostral utilizando o estimador
razao simples, a variancia da estimativa é maior. Entretanto o estimador nao é
mais viesado, obtendo um valor bem préximo do valor real do parametro. Na Fi-
gura 15 temos o histograma de densidades e 0 QQPlot para as 1000 estimativas.
Nao ha indicios fortes de fuga da normalidade.

> plot(raas.desig, qqplot = TRUE)

RAAS.desig

1000 amostras de tamanho 10 Normal Q-Q Plot
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Figura 15: Distribui¢ao do estimador razao com probabilidades desiguais do
total populacional.

2.7 RAAS - Estimador do Tipo Razao Estratificado com
Probabilidades Desiguais

Consideremos um delineamento amostral em que a populagao é dividida em
estratos, e dentro desses estratos cada amostra é retirada de acordo com o
estimador razao com probabilidades desiguais, de tal forma que dentro do estrato
h, a probabilidade de se amostrar o elemento ¢ é dada por:
X,
Z}Li:%, i:17...,Nh
2 it X

Seja entao o estimador razao com probabilidades desiguais dentro do extrato

h, dado por:

Th Th

_ 1 Yhi
Th:n_hZX—hM:ZRM’

i=1 i=1

onde os valores de X},; sao conhecidos para todo h e i. De forma analoga aos
estimadores anteriores definimos o estimador do total populacional dentro do
estrato h por:
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TV, = ThTX,

Pelo teorema 9.5 de [1], dentro do estrado h, esse estimador é nao viesado
para o total populacional:

Elry,] = E[fntx,] = 7x, Bi = v, (5)

De forma que definimos o estimador razao estratificado com probabilidades
desiguais do total populacional por:

H
TV ppz = ZT{/J (6)
j=1

Que é nao viesado para 7y de acordo com a equagao 5. Na fungao abaixo
temos esse delineamento amostral implementado:

> RAAS.estr.desig

function (N, nh, x, y, estratos, estatistica = c("tau", "media"))
{
if (length(x) !'= length(y)) {
stop("x and y are not the same size.")
}
Est <- numeric(N)
Nh <- tapply(as.numeric(estratos), estratos, length)
for (i in 1:N) {
yrh <- numeric(max(as.numeric(estratos)))
for (j in 1:max(as.numeric(estratos))) {
fatores <- as.numeric(estratos)
amostra <- sample(1:Nh[j], nh[j], replace = TRUE,
prob = x[fatores == j]/sum(x[fatores == j]))
r <- mean(y[fatores == j] [amostral)/mean(x[fatores ==
j] [amostral)
yrh[j] <- r * mean(x[fatores == j])
}
Est[i] <- switch(estatistica, tau = sum(Nh * yrh), media = sum(Nh *
yrh) /sum(Nh))
}
res <- list(resultados = Est, estatistica = estatistica,
estratos = estratos, estratos.name = deparse(substitute(estratos)),
N =N, n=nh, y =y, y.name = deparse(substitute(y)),

X = X, x.name = deparse(substitute(x)), tipo.amostra = "RAAS.estr.desig")
class(res) <- c("amostra", "list")
return(res)
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Com o comando abaixo obtemos 1000 amostras de tamanho n = 10, com
tamanho de amostras nj, iguais ao utilizados no caso do estimador razao estra-
tificado, usando o estimador proposto na equacao 6 para estimar o nimero total
de celulares:

raas.estr.desig <-
RAAS.estr.desig(1000,nhr.otima,populacao, celulares,regiao,estatistica="tau")

> raas.estr.desig

Andlise do Procedimento Amostral

Procedimento amostral: RAAS.estr.desig
Variavel: celulares
N =27, n=10
estratos: regiao (5 niveis)
nh: 12151
Variavel auxiliar X: populacao
Numero de amostras simuladas: 1000
Estatistica utilizada: tau
valor populacional: 23802867
media: 23881678
varidncia: 4.648e+12

Na Figura 16 temos o histograma de densidades e o QQ-Plot para as 1000
estimativas de 7y. Observamos que tanto o estimador foi mais preciso, com
variadncia na ordem de 10'2, quanto nio viesado, obtendo média bem préxima
do total populacional.
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> plot(raas.estr.desig, qqplot = TRUE)

RAAS .estr.desig

1000 amostras de tamanho 10 Normal Q-Q Plot

] oo
|
~
5 | =) &
T ! P
8 T S
= | w @
! [}
~ ! =~
2 9 | g 9
£ o - | =3 o
2 S ! o n
— X L o
[a] | [=X
8 | 5
T ! nwn B
3 ! 7
[Te] ! o
! o
|
; : :
o — o
2 T T T T T T T
2.0e+07 3.0e+07 -3 -2 -1 0 1 2 3
celulares
Estatistica: tau Theoretical Quantiles

Figura 16: Distribuicao do estimador razao estratificado com probabilidades
desiguais do total populacional.

3 Consideragoes

O objetivo de trabalho mais frequente do estatistico, é o controle e a reducao
da variabilidade - seja com a intengao de prever o comportamento de um sis-
tema, estimar uma quantidade populacional desconhecida, identificar padroes
de comportamento entre muitas outras possibilidades.

Pudemos notar através das simulagoes executadas que o delinecamento de
um plano amostral adequado, influencia decisivamente a qualidade e precisao
das estimativas que forem feitas sobre a amostra coletada. O acréscimo de in-
formacoes adicionais conhecidas, quando feito de forma adequada, é a melhor
ferramenta nesse sentido. Quando temos a populagao dividida em grupos dis-
tintos (como no caso dos estados dividos em regides), e essa divisao é relevante
na variavel ou parametro que temos interesse em estimar, um delineamento
amostral que leve isso em conta (estratificado, conglomerados) pode melhorar
bastante a qualidade das estimativas. A presenga de uma caracteristica popu-
lacional conhecida, como no caso do conjunto de dados em estudo, o nimero de
habitantes por estado, pode ser levada em conta através de estimadores razao,
e também melhora a precisao das estimativas, quando a variavel auxiliar tem
correlagao com a varidvel de interesse.

Na Tabela 2 e na Figura 17 temos um resumo comparativo dos principais
delineamentos utilizados. Analisando os dois notamos que o plano aleatério
simples teve a maior variancia das estimativas, além de uma distribuicao cla-
ramente assimétrica a direita. Em média o total ppulacional foi superestimado
na ordem de 10°. Essa superestimativa é esperada pois como podemos notar na
Figura 10 os valores na regiao Sudeste sao muito maiores que no resto do pais,
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de forma que amostras que contenham varios estados dessa regiao vao inflar a
estimativa do total populacional.

Em seguida temos o plano estratificado, com alocacao 6tima das unidades
amostrais. Além da variancia cair da ordem 10'* para 10'2, o erro médio com
que estimamos o total populacional caiu para ordem de 10%. A distribuicdo das
estimativas deixou de ser assimétrica, apesar de ter caudas mais leves que uma
distribuicao normal.

No caso do estimador razao simples, a variancia continuou na ordem de
103, entretanto o valor populacional menos a média dos estimadores teve o
maior desvio de todos os planos estudados, ficando na ordem de 10. Isso reflete
o fato do estimador razao ser viesado para a razao populacional, e n ser pequeno.
Temos também uma distribuicao das estimativas longe da normal, aparentando
uma distribuicao bimodal.

No caso do estimador razao estratificado, a variancia melhorou, caindo para
ordem de 10'2. A distribuicdo das estimativas ndo mostrou grande evidéncia de
fuga da normalidade. Entretanto a média das estimativas ficou razoavelmente
distante do total populacional, ficando o erro na ordem de 10°, superestimando
o total populacional assim como na amostra aleatéria simples.

O estimador razao com probabilidades desiguais mostrou um desvio menor
em relacio ao parametro populacional, ficando na ordem de 10%. A distribuicdo
se mostrou razoavelmente normal, entretanto a variancia cresceu para ordem de
1013,

Por fim o estimador razao estratificado com probabilidades desiguais obteve
tanto um erro médio razodvel, na ordem de 10* quanto a varidncia baixa, na
ordem de 10'2. Podemos notar que esse delineamento uniu a varidncia baixa
do plano amostral razao estratificado com o erro menor do estimador razao
com probabilidades desiguais. A estratificagdo reduziu a variancia e o uso do
delineamento com probabilidades desiguais garantiu que o estimador fosse nao
viesado, obtendo erro médio menor.

Concluimos que o delineamento amostral que apresentou o melhor resultado
foi portanto o razao estratificado com probabilidades desiguais. Esse resultado
era esperado no sentido que esse delineamento foi o que levou em conta todas as
informagoes que possuimos em relagao a populagao: a estratificagao, a correlagao
da populagao com o niimero de celulares por estado e o peso maior dado a estados
com maior razao do nimero de celulares por populacao.

O tnico contratempo foi que a distribuicao das estimativas para o estimador
do total populacional nesse delineamento apresenta caudas um pouco mais leves
que a da distribuicao normal, de forma que a utilizacao da aproximagao normal
para analises inferenciais deve ser feita com cautela.
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media  variancia Ty — media

AAS 24137619.21 1.54E+14 —3.35E+05

AES 23775386.20 2.75E+13 2.75E+04

RAAS 22279764.99 2.80E+13 1.52E+4-06
RAAS.estr 24010422.67 6.82E+12 —2.08E+405
RAAS.desig 23763471.88 1.41E+413 3.94E+04
RAAS.estr.desig 23881677.76 4.65E+12 —7.88E+04

Tabela 2: Comparagao dos diversos delineamentos amostrais simulados
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Figura 17: Q-Q Plots dos diversos delineamentos amostrais simulados
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