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Lista 1!

2.2.1 Considere a distribuicao de Pareto bivariada definida por:

fl@y)=clz+y—1)""72 z,y>1

onde p > 0. Mostre que ¢ deve ser igual a p(p+ 1). Calcule a distribuicao
acumulada conjunta e marginal de z e y. Se p > 1 mostre que x e y tem

esperanga ﬁ, e se p > 2 mostre que a matriz de covariancia é dada por

eI v

O que acontece com as esperancas se 0 < p < 1?7 Se p > 2 mostre que
corr(xz,y) = 1/p, e que a variancia generalizada e a variancia total sdo

(p+1) o 2p
(p—1)3(p—2)? (p—1)2(p—2)

Calcule a curva de regressao e a curva cedastica de  em y.

Para que f(z,y) seja uma funcdo de densidade temos que a condigdo
abaixo deve ser satisfeita:

oo oo [e.olyile e} 1

// c(z+y—1)7p72dzdy:1:$// (x+y—1)"P3dedy = -

1 J1 1 J1 ¢
1

(1)
Resolvamos (I) da equagao 1. Tomemos a transformagdo u = x +y — 1,
du = da:

o] —p—1
(I) = / WPy = 2
Y
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onde a ultima passagem é vélida somente para p > 1. Voltando entéo (I)
na primeira expressao obtemos:

oo , —p—1 1 oo —p |° 1
— / Y dy:>p+ :/ yfpfldy: y_ — _
1 p+l ¢ 1 Pl P

ptl

Q=

= =lp=c=plp+1)

Mostrando a identidade pedida. Assim a densidade conjunta da Pareto
bivariada é dada por:

flay)=plp+)(@+y—-1)"""7% zy>1 (3)

Para calcularmos a fungao de distribuicao acumulada conjunta, basta usar-
mos sua defini¢ao:

a rb
F(a,b) = P(X €]1,a),Y 6]1,b)):/1/1 p(p+1)(z+y—1)"P 2dyda

' (4)

Calculemos (I) em 4, tomando a transformacio u =z +y — 1, du = dy:

(I) B z4+b—1 gy — u—P-1 z+b—1 B (x—l—b— 1)—p—1 z—p—1
pp+1) /m ! S | p+1
(x4 b—1) Pl g gt
B p+1

= () =p(—(@+b—-1)"""" 427?71

Voltando a expressdo encontrada para (I) em 4, obtemos:

F(a,b)=p /—(erb—l)*p*ldqu/ r P de (5)
1 1
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Para resolver (II) em 5 tomamos v =z + b — 1, du = dx:

L a4+ b—1)P 4+ b

a+b—1 _u—p—l
(IT) :/ —u Py = ———
b b -p

-p




Resolvemos (III) diretamente:

—p a -p _ 1
(rn=2—| =2
—P 1 -p

Voltando (IT) e (IIT) em 5 obtemos:

F(a,b) = (a+b—-1)"P—-b"P—-aP+4+1
= 14(a+b—-1)P—(a?4+0b7P)
Para encontrar as fungoes de distribuicoes de z e y agora, vamos primeiro
encontrar as funcgoes de densidade de x e y, a partir das marginais da

densidade conjunta. Comegemos calculando a densidade marginal de z.
Para isso basta integrarmos (3) em y:

fz(z) = /100p(p+ D(x+y-— 1)*p*2dy =p(p+1) /1oo(x+y _ 1)7p*2dy

Notemos entretanto que resolver essa integral é resolver a mesma integral
(I) que resolvemos na equagao (2), trocando y por x. Temos entao que:

x7P1 L1
fz(x):p(p+1)p+1 =pz? (6)
Analogamente obtemos:
fy(y) = py= P! (7)

Agora basta usar a definigdo para calcular as fungoes de probabilidade:

— a
x~ P _
T | =1_q4°P

Fx(a)=P(X E}l,a))/lapx_p_ldxp -

Analogamente obtemos:

Fy (b) =1-b""
Podemos concluir a partir dai que = e y nao sao independentes pois

FxFy # Fxy.

Calculemos agora a esperanca de x e y:

— o0
b1 P

E(X)= xpr P e = / x Pdx = = —.
(X) /1 i P P Tl T pod




Donde a ultima igualdade s6 é vélida de p > 1, caso contrario a integral é
divergente. Analogamente temos que E(Y) = 5.

Para calcularmos a matriz de covarancias precisamos em primeiro lugar
de Var(X), Var(Y) e Cov(X,Y). Notemos que:

Var(X) = E(X?) - E*(X)

Onde apenas a primeira parcela dessa diferenca é desconhecida. Achemos
essa esperanca:

—_ o
x P2

BE(X? :/ przfpfldx:p/ zPHdz =p -
&5 1 1 -p+2|;, p—2

Onde a ultima igualdade s6 é valida para p > 2, caso contrario a integral
é divergente. A partir dai temos que:

_ v [ p\'_ p
VGT(X)_pf2 (pl) (p—1)2%p-2)

Analogamente obtemos que Var(Y) = Var(X). Para calcular Cov(X,Y)
notemos que:

Cou(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y)

onde a tnica quantidade desconhecida até o momento é E(XY'). Obte-
nhamos essa quantidade:

E(XY)

= / p(p+1)x/ ylx+y—1)"P2dyda
1 1

I

Calulemos (I) na equacdo (8), tomando a substituicdo u = x +y — 1,
du=dy,y=uv—x+ 1:

o] o0
(I = / (u—x+1Du P ?du = / u Pt — gy TP 4y TP 2 dy
xr xr
[u_p gu~P~L Pl ]Oo {u_p qu~P~l P17
= _ 3 Jr —
—p -p—1 —p—-1], P p+1 p+1],

x~ P zP x~ P

7—+—
p p+1 p+1

/ / zyf(z,y)dyde = / / zyp(p +1)(x +y — 1) P 2dydx
1 1 1 1

(8)



Voltando (I) em (8) temos:

EXY) = / (p+ D Pt — pa= P 4 pr~Pdx
1
R R A i
B —p+2 -p+2 -—-p+1],
_ [ (p+ De=rt?  pa=rt? pw‘p“r
p—2 p—2 p—1 |,
ptl » _» __p» 1
p—2 p—-1 p=-2 p—-1 p=2
2
. p—-p—-1
r—1p-2)

Temos assim que:

_ PPep-1 ( p V' p-D@P-p-1)-p*(p-2)
Co®Y) = 4 Dp-2) (pl) - (p—1)2(p—2

_ P p et 1 -pP 42 1

a (p—1)32(p-2) -1 -2)

E portanto a matriz de covariancias serda dada por:

p 1 1 1
s=| oo Ty (o 1 [ p }
T Ll ey B P VE ) (p-12(p-2)[ 1 »p
Provando a identidade pedida. Se 0 < p < 1 a integral utilizada para cal-

cular a esperanga é divergente, logo a esperanga seria “infinita”. Notemos
agora que:

Cou(X,Y) ) _1
Var(X)Var(Y) m p

corr(z,y) =

Provando a outra identidade pedida. Calculemos agora a variancia gene-
ralizada:

5] = PP-1 e+ De-1) _ (p+1)

p—12pp-2) @E-1D%*(r-2 @-1)3pP-2)

E a variancia total:

2
tr(S) = b P P

P-1D20-2  G-1-2) G-12p-2)




O que prova as outras duas identidades pedidas. Por fim, calculemos a
curva da regressao de x em y:

EX|Y) = /1oozf(x|y)dx/100xfj(cz?;g;)dz
/Oo ep(p+ Dz +y— 172

P dx

= (p+ 1)yp+1 / x(r+y— 1)_p_2dx
1

Em (8) entretanto j& calculamos a integral acima mas para y. Para = as
contas sao as mesmas, obtendo:

yr oy Pyt (p+ 1y
E(X|Y) = (p+ 1Pt (21— — + — a1
(X1]Y) (p+ 1y PR TS A ’ y

142
p
Finalmente, calculemos a curva cedastica de x em y:

Var(X|Y) = E(X?Y) - E*(X]Y) (9)

Calculando a esperanca desconhecida, temos:

B(XY) = /1ooz2f(z|y)dx/100z2f(x’y)dx

f)
> 1 —1)P2
_ / 2P )(wirzil )"
1 py~?
= (p+1)yPtt / 22 (x+y—1)"72dx (10)
1
I
Vamos entao resolver (I), pela regra do produto. Temos:
u = x> du = 2xdzx
N
v = 7(5”{;121 dv=(r+y—1)"P2dx

Como [udv =uv — [vdu temos:



2?(x+y—1)7P7t
1
y—p—l 92 o]

p+1 p+1/;

S o) -1 —p—1
B / @ty e
A —p—1

—
~

—
|

r(z+y—1)"P 1z (11)

11

Resolvamos agora (II), por substituigdo. Tomemos u = z+y—1, du = dx,
r=u+1—-y:

(I[) = / (u—y—l—l)u‘p—ldu — / uw P+ (1 _y>u—p—1du
y y
u~ Pt uP1™ u—P+1 s
= { Jr(ly)—] = { (1y)_]
oyt y Pyl yr el
= +(1—y)>—= 4 _
p-1 p p-1 p p

Voltemos agora (II) na equagao 11:

(1) =

_p+1 p+1

p—1 D D

y—p—l N 2 (y—p+1 N yP B y—p-i-l)

Voltemos agora (I) na equagao 10:

—-p—1 2 —-p+1 -p —p+1
E(X?)Y) = (p+1nf+1(y n (y 4 Y ))
p+1 p+1\p-1 D P
= 1+ 2y2 + 2_y _ 2_y2

p—1 p D

Voltando entao o resultado obtido em na equagao 9:

w2 2y 2 2
Var(X]Y) = 1+ -2 +—QJL<1+g>
p—1 p D D
w2 2y 22 2 2
- 142 Yy _yiy_Q
p—1 p D p P
Y T T

p—1 p p
20°p* —2y°(p — p—y*(p— 1)
(p—1)p?

y(p+1)
(p—1)p?




Que ¢é a curva cedéstica de x em y. Como ela nao é constante, dizemos
que a curva de regressao de x em y ¢é heterocedéstica.

2.2.3 Sep > 2 e X(pxp) é amatriz de equicorrelagio, ¥ = (1—a)I+all’, mostre
que ¥ > 0 se e somente se —(p— 1)1 <a<1. Se—(p—1)"t<a<l,
mostre que

Yl=00-a) I —a(l+(p—1)a) 11

Se uy = (8,0”) e u2 = 0 mostre que a distancia de Mahalanobis entre eles
¢ dada por

1+ (p—2)a 1z
(1=a)(1+(p—1a))

2.2.4 (Desigualdades de Fréchet). Sejam x e y varidveis aleatérias com f.d.p
H(z,y) e f.d.p’s marginais F(z) e G(y). Mostre que

A(pr, p2) =6

max (F 4+ G —1,0) < H <min (F,G).

Quando F =00ouG =0,0u F =G =0, arelacao é trivial. Resta mostrar
que a relacao é valida para F' e G nao nulas. Comegemos mostrando a
desigualdade da direita. Notemos que pelo Teorema de Bayes:

H(z,y) =P(X <2,Y <y)=P(X < X/Y <y)P(Y <y)
Portanto:
PX <X/Y <y)P(Y <y) <min (P(X <2),P(Y <y)) = H <min(F,G)
Mostremos portanto que essa suposicao é véalida. Comegemos motrando

que H é menor que F' e entao que também é menor que G, e logo serd
menor que o minimo.

P(X<X/Y<yPY <y <PY<y=H<G

<1

Analogamente, temos:

P(Y<y/X<e)P(X<z)<P(X<e)=>H<F

<1

E assim:

H<FH<F= H<min(F,G)



O que prova o limite superior da desigualdade. Para a demonstragao do
limite inferior tomemos raciocinio analogo:

F+G-1<H&PX<z)+PY <y -1<PX<z/Y <yPY <y)

PX<z)—-1 PX<uzY<y)
PY<y) = PY <y

SPX<2)<PX<z,Y<y+leF<H+1

& PX<z)-1<PX<uzY <y)

Donde a validade da tltima afirmagao é imediata ja que H e F sao f.d.p’s.
Temos entao portanto:

F+G-1<HO0<H=max(F+G—-10)<H

Assim fica provada a validade do limite inferior e a demonstracao das
desigualdades de Fréchet estd completa.

2.2.6 Sejam x e y varidveis aleatérias tais que a densidade de y é

L2z s g

9(y) = T

e a densidade condicional de xz dado y é

faly) = (2m) /2y 2emve/2

Mostre que E[z|y] = 0 e que portanto E,[E[x|y]] = 0, mas que entretanto
a média incondicional de x nao existe.

Elely] = / vf (aly)da = / 2(2m) V2 2 2y

_ (27T)—1/2y1/2/$e—y$2/2
R

_ 2
Tomemos v = =4, du = —yaxda:

.- g
E[X|Y]:(27r)’1/2y1/2/ we' =L =0
oo —yx

Assim Ey[E[z|y]] = 0. Notemos agora que:

faly) =1

= f(x,y) = f(zly) f(y)

Assim:



2
“1/2,-y/2 _ Ly G%p

Fx,y) = 2m) 2y ey’ 2— e

V2 4 2

Integrando em y para obtermos a marginal de x temos:

<1 (22+1) 1 [ _ (2+1
Y=

— oY dy = —
f(x) /O 271'6 ’ 4 2T 0 c

1 2 2+l ey
= e ey 2 dy
2rx?2 41 Jo 2

dy

f(u), onde Uwexp(ﬁ)

1
= m = X segue distribuigao Cauchy

Como z segue distribuicio Cauchy, a esperanca de x nao existe?.

2.6.2 Uma Poisson multivariada. Sejam g, u1, .. .,u, varidveis aleatérias Pois-
son com parametros Ao, A1 — Ao, ..., A, — Ao, respectivamente. Escreva a
distribuicao conjunta de x; = ug + u;,¢ = 1,...,p, e mostre que as dis-
tribui¢cées marginais de x1, ..., x, sdo todas Poisson. Para p = 2, mostre

que a funcao de probabilidade é dada por

2y xr

ar b ol

a®by
f(x,y) =exp (—=A1 — A2 + /\O)x!—y! TZ:O

onde s = min(z,y), a = A1 — Ao, b= A2 — Ao, A1 > Ao >0, Ao > A\g >0,
ex™ =ax(x—1)...(x—r+1). Ainda,

E(ylz) =b+4 (Mo/A1)x, Var(y|z) = b+ (ado/A3)z.

Sobre
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