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Introdu céo

O presente trabaho trata-se de uma extensdo das aulas de introduz@ aos process
estocasticos. No inicio do curso, aguns problemas para “agquedmento”, envolvendo
paradoxos probabilisticos conheddos, foram propcstos. Abordamos esses problemas
através de smulagdes e, quando pedvel, através de andlise tedrica comparando G
resultados e discutindo-os.

A seguir, propamos uma modelagem computadonal para asimulacd® de dguns
tipos de caleias de Markov a tempo cortinuo, implementando e avaliando a qualidade dos
resultados obtidos através da mmparacd com a model ac@ teodricadas cadeias.

As smulagdes e dgoritmos propaostos foram implementadaos no pamte estatistico R.



Parte I: Problemas para “aquecimento”

1) Problema do prisioneiro

Descricdo

Ha trés prisioneiros (eu e mais dois) e um de nés estd wndenado ‘a morte. O
carcereiro (que nunca mente), sabe qual de nés ird morrer. Eu pergunto a de qual dos
outros dois prisioneiros ndo ira morrer. Ele se nega aresponcer alegando que, se de disser
qual dos dois ndo morre, a probabilidade de que as morra passa de 1/3 para 1/2. O
cacereiro esta ceto ao afirmar is0?

Resolucéao tedrica

Sejam os trés prisioneiros. A, B e C; | = indicao prisioneiro que vai morrer e ll =
indicao prisioneiro que foi aportado pelo carcereiro, ousga, que ndo val morrer.
P(I=A,Il =B)
PI=A/ll =B) =
P(ll=B)

P(I=B/1=A)P(I=A) ~
[P(1=B/1=A)P(I=A)+P(1=B/1=B1)P(I1=B)+P(Il=B/1=C)P(I=C)]
(1/3*1/2) 1
[(1/3*1/2)+ (1/3* 0) + (1/3*1)] 3
Portanto, o carcereiro est4 arado — a probabili dade de que ey morra @ntinua sendo

V3.

Implementacdo Computacional
Com afuncéo abaixo noR, simulamos n vezes o problema descrito adma:

prison <- function(n) {

nm nha. morte <- nuneric(n)

for (i in 1:n) {

nmorre <- sanple(1:3,1)

deci sao.carc <- sanmple((21:3)[c(-nmorre,-1)],1)
m nha. norte[i] <- ifelse(norre==1,1,0)

}

mean( ni nha. norte)

}

A idéia é ciar um vetor de sucess e fraca s (1 e 0, respedivamente), que indica
se calavez que repetimos o problema morremos ou réo. Basta entdo tirar a média do vetor
retornado para estimar a probabili dade de que morramos.

Simulacéo

> prison(10000)

[1] 0.329

> prison(10000)

[1] 0.336

> prison(100000)
[1] 0.33149

> prison(1000000)
[1] 0.333443




Comentérios

A simulacé® do poblema mostra que, a probabili dade de que a1 morra dado qle o
cacereiro me falou qual dos outros dois ndo morrera, se goroxima de 1/3, confirmando o
resultado visto em aula. Dessaforma o carcereiro esta arado.

2) Problema da barra

Descricédo
Quebra-se uma barra “uniformemente” em trés pedagys. Qual a probabili dade de
que sgja posdvel formar um tridngulo com esses trés pedagos?

Implementacdo Computacional

Supamos que @nsigamos quebrar uma barra en qualquer porto do seu
comprimento, contrariando as leis da Fisica Consideremos uma barra de tamanho 1e
sorteamos duas uniformes em [0,1] que representaréo s portos de quebra na barra, ousga,
com probabili dades iguais, encontro das portos a eb entre 0 e 1. Tomamos o minimo entre
a eb, ese serd o0 primeiro porto de quebra da barra. O maximo entre a eb serd o segundo
porto de quebradabarra. A ilustracé@® abaixo mostrao procedimento:

0 min{a,b} max{ a,b} 1

Sabemos que para que trés segmentos de reta formem um tridngulo é predso que
qualquer um deles ssjamenor do que asoma dos demais. Notemos ainda que para adiviséo
da barra nos portos adma, temos trés sgmentos, de tamanha min{ab}, max{ab} —
min{a,b} e 1 — max{ab} respedivamente. Basta entdo verifica se eses valores stisfazem
a restricd imposta. Para is®0 usamos a funcéo i s. tri angl e() , dentro da funcéo
bar s(), que simulao procedimento nvezes. No vetor out cone armazenamos para cala
iterac® se houve um suces(1) ou fraca(0), entdo basta cdcular a média para ver a
probabili dade estimada.

bars <- function(n) {

is.triangle <- function(l) {

if ((I[1] +1[2] >1[3]) & (I[1] + 1[3] >1[2]) && (I[3] + 1[2] >1[1]))
{1}

else { 0}

a <- runif(n)

b <- runif(n)

| ados <- cbind(pmni n(a, b), pmax(a, b)-pm n(a, b), 1- pmax(a, b))
out come <- appl y(lados, 1,is.triangle)

mean( out cone)

}

Simulacéo

> bars(100)
[1] 0.26




> bar s(1000)
[1] 0.25

> bar s(10000)
[1] 0.2476

> bar s(100000)
[1] 0.24886

Comentarios

Considerando as supasicOes impostas para aresolucéd do poblema, chegamos a
conclusdo de que, a probabilidade de que sgja posdve formar um tridngulo com os trés
pedacgos da barra € @roximadamente 0,25.

3) Problema do jogo do s nUmeros consecutivos

Descricao

Estamos jogando eu e 0 meu oporente. O jogo consiste @n sortea-se duas cartas
com numeros conseadtivos (n e n+l) e cala jogador escolher, a0 acao, uma delas. De
posse daminha cata, aindando sei quanto elavale, parém, sei 0 quanto vale a catado meu
oporente. Sendo assm, a minha cata pode ser maior ou menor do que adele. Se au quiser
jogar, mostro ao meu oporente aminha cata e se dafor maior do que adele, ousga, se a
minhafor (n+1), o meu oporente terd que me pagar (n+1) ddlares, caso a minha for menor,
terel que pagar a de (n+1) ddlares. Qual € o meu ganhomédio nojogo?

Consideracfes Tedricas

O problema eta ma formulado, no sentido de que ndo € posdve sortea
adeaorimente um nimero qualquer entre os naturais com equiprobabili dade. Qualquer
distribuicdo discreta uniforme num conjunto infinito tem func@o de probabili dade nula— ou
sgja, ndo pock ser definida. Para podermos smular o problema temos que fixar um ‘teto’,
um N maximo, para que possamos Drtea um ndmero n ce 0 aN com igual probabili dade
para qualquer um dos NUmeros.

Implementacdo Computacional

Fixado un teto N, sorteamos um ndmero n entre 0 e (N-1). Com probabili dade
meio, atribuimos as catas n e n+1 ao jogador e oporente. Verificamos entdo qual € o
ganhador e cmputamos 0 ganhomédio para umajogada mwm numero de rodadas dado pa
rounds. A fungdo j ogo( n, rounds, N) simula ess procedimento n vezes. Supamnos
gue 0 jogador sempre acéajogar.

jogo <- function(n,rounds, N=100) ({

gane <- function(rounds, N=100) ({

ganho <- 0

for (i in 1:rounds) {

carta.jogador <- sanple(0:(N1),1)

if (runif(l) > 0.5) { carta.oponente <- carta.jogador + 1}
el se { carta.oponente <- carta.jogador - 1}

if ( carta.oponente > carta.jogador){

ganho <- ganho - carta.oponente

}

el se {ganho <- ganho+ carta.oponente }




ganho/ r ounds

}
ganho <- numeric(n)

for(i in 1:n) {

ganho[i] <- gane(rounds, N)

ganho

}

Simulacédo

> mean(j ogo( 10000, 500, 100))
[1] -1.005809

> mean(j ogo( 10000, 100, 500))
[1] -0.513171

> mean(j ogo( 10000, 100, 5000))
[1] 0.487189

> mean(j ogo( 10000, 100, 5000))
[1] 0.634782

Comentérios

Observamos que 0 o0 ganho médio pa round fica @ redor do zero, variando
aleaoriamente de simulacé@ para simulagé. Concluimos que 0 jogo ndo é vantgoso para o
jogador.




Parte Il — Paradoxo da Inspecao

Descricédo

Uma linha de 6nibus entra em atividade logo pela manhéd num dado haario fixado.
Nese horario parte o primeiro 6rnibus da garagem. Os intervalos entre a passagem de
sucesgvos Onibus € deddrio e obedece auma distribuicéo de probabili dade arbitréria
(Exporencial, Uniforme, Beta). Uma pesa tega no porto de 6nibus em um determinado
instante (muito tempo depois do haério deinicio dalinha), qual é o tempo médio que essa
pesa espera dé que o proximo éribus pase?

Implementacdo Computacional
Criamos uma funcé onib(N,chegada,intervalo,parametros (da

distribuicao) , que simula N vezes o problema, considerando o q& apesa thega no
instante chegada e o intervalo entre os 6nibus tem distribuicéo intervalo com
parametros ...
onib < - funct ion(N,chegada=100,intervalo=rexp,...) {
intervalo < - match.fun(intervalo)
espera< - numeric(N)
for (iin 1:N) {
tempo< - O
n<- 0

while (tempo < chegada) {
tempo < - tempo + intervalo(1,...)

n<- n+l
esperali] < - tempo - chegada
}
espera
}
Simulacdo

mean(onib(10000)) # parametros padrdes, dist exponencial, lambda=1
[1] 0.9788296

> mean(o nib(10000,rate=2)) # dist exponencial, lambda=2

[1] 0.5004989

> mean(onib(10000,rate=1/2)) # dist exponencial, lambda = 1/2

[1] 1.990516

> mean(onib(10000,rate=1/3)) # dist exponencial, lambda = 1/3

[1] 2.979467

> mean(onib(10000,intervalo=runif,min=0,max= 1))# uniforme [0,1]

[1] 0.3317195
> mean(onib(10000,intervalo=runif,min=0,max=2))# uniforme [0,2]
[1] 0.6653952
> mean(onib(10000,intervalo=runif,min=0,max=3))# uniforme [0,3]
[1] 0.9915383

Comentérios

Quando consideramos exporencial com média 1h a distribuicd do intervalo de
tempo entre duas passagens do 6ribus no poro, asimulacé® doproblemaresulta en media
aproximadamente 1h, o qe quer dizer que, en média, independente do haério em que




chegamos ao porto temos que esperar 1 haa @é apasssgem do éibus. De modo andlogo
verificamos empiricamente que is vale para garentemente qualquer lambda. De forma
que se adistribuicd dos intervalos é exporencia com taxa lamda, teremos £mpre que
esperar em média 1/lambda horas até apassagem do préximo 6nibus.

Quando consideramos a distribuicéo uriforme de anplitude (b-a), o tempo médio de
espera foi de (b-a)/3. De forma que o tempo médio de espera que uma pessa teria no caso
dadistribuicéo dosintervalos entre os 6nibus uniforme em (0,3), seriade 1 haa



Parte Ill — Cadeia de Markov a tempo continuo (M/M/1)

Seja {X,}uma caleia de Markov a tempo continuo,t (1 | em S, once | é um
conjunto de indices “continud’, pa exemplo, | = R"={x O R/ x = 0} e S= espag de
estados enumerédvel. {X,} satisfazendoa propriedade de Markov:

P(X,=j/ Xgo = g5 e Xg=ips Xg=1)=P(X,=j/ Xg=1),0< §< § <...<
S <t

Um dos exemplos mais sSmples de caleia de Markov atempo continuo € o Processo
de Poison. Sga N(t)~ PPP(t) um processo de cntagem, once N(t) € o nimero de
eventosnointervalo de 0 at.

Por definigdo, temos: N(s;t) = N(t) — N(9).

N(t) satisfaz:

a) N(0) =0eses<t, N(s) < N(t).

b) N(t,t+h)

f(h) = P(N(t,t+h) = 1) = Ah + O(h).

c) Se (S1tl] e (S2t2] séo intervalos diguntos, entdo N(S1,t1) e N(S2,t2) sdo
variaveis aleadrias independentes.

e ™. (A)k

Teorema: Se{N(t)} t=0 satisfaz @), b) e 9, entdo P(N(t) = k) = kl

Construcdo da cadeia de Markov

1) A cada estadoi [ S, asocio uma seqiéncia de varidveis deadrias T, T.2, ...
independentes e identicamente distribuidas, com T. ~ exporencia (A ), que indica
0S 3IcessVos tempos de permanéncia em cada estadoii.

2) Matriz detransicéo da “cadelainversa’.

Qij = Probabili dade de sdltar dei paraj.
P () =PX() =)/ X(0) =i)

 x : : o, (t)
Taxadetransicdo doestadoi paraoj O q; = ——

ot

Sistema de dois estados



Segundoas definigdes adma, consideremos uma caleia mm espa@ de estados S =
{0,1}. {Xt}, t = 0. Podemos pensar por exemplo num consultorio médico, com cgpaddade
de aendimento para goenas um padente. Ou o consultério estd vazio (estado 0 ou esta
sendo atendido um padente (estado 1). Se um padente chega eve o consultério ocupado,
ele vai embora para ndo mais voltar. Supamos que os padentes chegam conforme um
proces portual de Poison com pardmetro (A) e o tempo ce aendimento segue uma
distribuicdo exporencial com pardmetro (4). Supomos ainda que os atendimentos 0
independentes entre si.

A seguir, temos a representacd gréficados estados da caleia bem como a matriz de
taxas.

//P“_\ s N
-~ (D 19 T [ ]
L/ o~ e

Probabilidades de Transicao
Condcéo para amedida estadonéria:

ng)a;= Z M(k)a, , quelquer j O S. Equagéo de balanceamento
#]

Resolvendo as equagdes de balanceanento e & equagdes avancadas e retrogradas de
Kolmogorov oltemos:

A

_ _H ~(uA )
POQ(t) =
= e
— H — o ()
P1Q(t) (H+7\)(1 e )
A
PO(t) = 1l
(t) i+ /\)( )
PLI = — 2+ K gl

(tA) (utA)
Distribuicdo Estacionaria

Pelas equagdes de balanceanento oltemos que adistribuicéo estadonéria é

n=g*H A E
Eﬂuﬂ) (H+A)




Implementacdo Computacional

A implementac@® computadonal tem que impor algumas restricbes ao problema,
para que péssamos model&lo. s acorre por estarmos smulando um proces cortinuo
através de incrementos discretos, de forma que dguns cuidados devem ser tomados na hora
detirar conclusdes bre os resultados.

Comecemos notando que se & chegadas num intervalo [0,t] seguem um processo
portual de Poison com taxaA, pocemos dividir eseintervalo [0,t] em i pedagos, de forma,
que, pa independéncia:

N(t) = N(t/i)+ N(t/i)+---+ N(t/i)

O que estamos fazendo € dividir o intervalo de 0 at minutos, em i=10 intervalos
sucesgvos [0,/10] [t/10,2/t10] [2t/20],[3t/10], ....[]9t/10f]. Em cada intervalo desses
simulamos um proces portual de poisonindividual e independente dos outros com taxa
MAi. Se essa taxa A/i for pequena en relacd a [0t], de forma que a probabili dade de
ocorréncia de uma degada en cada intervalo sgja muito baixa, estamos propondo una
aproximaca dscretarazoavel parao problema continuo.

Portanto, nes smulagdes que se seguem, a variac® dos parametros fica restrita a
taxas de dhegada menores do que 1, e avariac@® dos tempaos de permanéncia nos estados
remmenda-se que fique restrita também a valores menores do que 1. Dessa forma
garantimos que a caa pas discreto que damos no sistema, a probabili dade da ocorréncia
de mais de uma thegada ou saida €baixa eportanto nessa groximacd razoavel.

A primeira funcéo criada é aque simula os estados do sistema aéma durante n/10
minutos.

CTMC <- function(l anbda, nmi, n) {
sistema <- nuneric(n)
for (i in 2:n) {
tenpo.atual <- i * 1/10
chegada = rpois(1,|anbda * 1/10)

if (sistemp[i-1] == 0) {
if (chegada > 0) {
sistemp[i] =1

relogio <- rexp(1,m)
despertador <- tenpo.atual + relogio

}
}
el se {
if (tenpo.atual >= despertador) {
sistema[i] =0
}
el se {
sistemp[i] =1
}
}
b
si stema




A idéa édividir cada minuto em intervalos pequenos de 1/10 minuto, e simular as
transicbes do sistema en pass de 1/10 minuto. Come¢ando no 1le indo até n*1/10
minutos. No vetor sistema amazenamos 0 estado do sistema a caa pas. Supamnos
comeca no estado 0, e iteramos entdo os outros estados até terminar 0 nUmero de minutos
desgjados. Cada vez que dhega dguém e o sistema esta vazio, ativamos o despertador e 0
sistema fica nese estado até que o despertador ‘toque’ (que de sgia maior que o tempo
atual). A funcéo retornaum vetor de 0'se 1'sindicando @ estados do sistema.

A funcéo abaixo estima a probabilidades de transicdo Pij(t), para um instante t
arbitrério (menor do que n/10, returamente).

estima.Pt< - function(t,sistema,inicial,final) {

sucessos< - 0

L < - length(sistema)

if (t > L/10) { stop('nao € possivel estimar Pij(t) para t maior
que o tempo simulado.") }

tamanho.janela < - t*10
N <- L-tamanho.janela+1
for (i in 1:N) {
a< - sistemali]
b < - sistema[i+(tamanho.janela) -1]
if (a!=inicial) { N < - N-1}
else if (b == final) { sucessos < - sucessos +1}
sucessos/N

Ela funciona tomando un vetor de estados e tomando sucessvos intervalos de
tamanho t, para estimar Pij(t). Supontamos que desgjemos estimar POO(1), e o vetor de
estados smulados ga

1 /2 |3|4[5|6]78|9(10]11/12/13/14|15]|16|17]18|19]|20
o0/0/2/0j2 /021120 (0 |1 |O O |1 /O |1 |O |1 |O

Onde aprimeira linha representa o tempo t em 1/10 minutos e asegunda linha o
estado do sistema ness tempo. Temos os estados do sistema de 1/10 minutos até 2
minutos. Queremos estimar PO0(1). Pela definicdo POO(1) é a probabilidade de gpds um
intervalo de tempo de 1 minuto, termos comegalo noestado 0O e tivermos continuado no
estado 0.Para estimar ess valor, consideremos janelas sicessvas de tamanho 1 minuto, a
partir do instante t=1, até o instante t=2. Verificamos entdo quais dessas janelas comegcaam
no 0,e quais terminaram no 0 .O nimero de janelas que wmecaam no Oe terminaram no
0, dvidido plo nimero de janelas que mmecgaam no 0, corresponce auma estimativa da
probabili dade de transicdo de 0 para 0 em 1 minuto (POO(1)). Notemos que quanto maior
for POQO(t) em relacd® ao tempo total simulado, menos predsa serd nossa etimativa, pas
estaremos considerando um nuimero menor de janelas. llustremos o algoritmo da funcéo
estima.Pt() para o caso databelade estadosilustrada adcma:




Sgasucessos avariavel contendo Os e 1's de aordo com 0 suces oufracaso
do evento comeca em O e terminar em 0. Sgja N 0 nimero total de janelas nas quais
comecanos em 0.

A primeirajanela que o algoritmo vai considerar ser&
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sucessos =1
N=1
Comecanos no 0, apois de 1 minuto continuamos no 0.E portanto um suces. Em
seguida seréo consideradas:
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sucessos = 4
N=5

E asdm por diante, oltendo nofinal sucessos = 5 eN = 6. Estimariamos
nese cao POO(t) por 5/6. A funcd é genérica o suficiente entretanto pera lidar com
qualquer outro espa@ de estados, ndo necessariamente S={0,1}, e pode ser utili zada para
estimar Pij(t) para qualquer cadeia de markov a tempo continuo simulada de a®rdo com as
restricbes impaostas aqui.

Simulacédo

Sejam 0s parametros:




Ou sgja, chegam 1/30 pessas por minuto em média, ou 2 sas por hora. E cada
pesa leva an média 20 minutos para ser atendida. Com o comando abaixo simulamos
es®e sistema por 60 mil minutos, come¢ando no estado O (ninglem sendo atendido),
armazenando oresultado no \etor problema2.

| anbda <- 1/30
m <- 1/20
probl ema2 <- CTMC(I| anbda, mi , 600000)

Podemos agora, estimar a distribuicéo estadonaria dravés desse vetor:

summar y(fact or (probl ema2)) /1 engt h( probl ema2)
0 1

0. 5971033 0. 4028967

Pelo desenvalvimento tedrico do poblema, sabemos que esses valores s0o:

n=p* A5 (060 040
L b o

p+A) (u+A)

Logo nadamos que a atimacd da distribuicéo estadonéria pela simulacé foi bem
sucedida. Outraforma de estimar a distribuicéo estadonéria para o estado j, é estimar Fij(t)
parat grande, logo que wnforme t cresce essa probabili dade wnverge para adistribuicéo
estadondria. Estimando entdo, ressa ordem, P0O0(1000Q, P10(10000Q, P01(10000,
P11(1000Q temos:

estima. Pt (10000, probl ena2, 0, 0)
[1] 0.5964387
esti ma. Pt (10000, probl ema2, 1, 0)
[1] 0.5978925
estima. Pt (10000, probl ena2, 0, 1)
[1] 0.4035613
estima. Pt (10000, probl ema2, 1, 1)
[1] 0.4021075

Novamente os resultados s80 consistentes com as consideragdes tedricas. Queremos
agora estimar as funcdes Pij (t) e cmmpara-las com as distribuicdes tedricas. Parais,
podemos utili zar afuncdo ja aiadaest i ma. Pt () aplicandoela an um range de valores
det, e cdculandoseu valor para calaum desses valores de t. Paraisso usamos 0 comanda

t <- 1:50
y <- sapply(t,estinma. Pt,sistem=probl ema2,inicial=0,final =0)

Fazemos entdo o dagrama de dispersdo det por y, aaescendocomo referéncia a
curvatedrica(em vermelho), a distribuicéo estadonaria (linhatracgada) e o gjuste de
smocthing splines de t por y (azul). Obtemos o grafico:
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Que mostra uma goroximacga muito bca. De forma andloga fazemos 0 mesmo para
os outros Pij (t), okltendo s graficos:
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Comentarios

Conforme ohservamos os resultados da simulagé, cs vaores foram condzentes
com os cdculados teoricamente, mostrando que & supcsicbes para modelagem foram
adequadas e que o sistema foi simulado corretamente.



Parte IV — Filas M/M/k

Descricédo

Consideremos um sistema M/M/K, ou sga chegadas de a®rdo com processo
portual de Poison, tempo de aendimento independente exporencial e k atendentes.
Pergunta-se: qual sistema é melhor, um com n atendentes cada um com taxa de
atendimento u ou um sistema @m 1 atendente cm taxa de @endimento nyu ?

Organizacdo do atendimento e Definicdo do Espaco de Estados

Para podermos escrever um modelo computadonal para simular o problema aéma,
predsamos torn&lo um pouco mais predso. Em primeiro lugar, vamos estipular que afila
pode aescer indefinidamente, ou sgja, ndo ha limite para 0 nimero de pesas que possam
ficar nafila. As pesas chegam e se ndo ha nenhum atendente disponivel elas aguardam
em fila. Em segundo, \amos estabelece que no caso que hgja mais de um atendente, as
pesas aguardam em fila Unica

Sgja 0 espa de etados S = {0,1,2,...}, que representa 0 nimero de diente no
sistema num dado instante. H& n atendentes disporiveis, cadaum atende cmom taxa p . Dado
gque estamos no estado i, sei > n, temos i-n pesas nafila. Se n <=1, temos n-i pesas
sendo atendidas e nenhuma na fila. Os cli entes chegam de a®rdo com um proces portual
de Poisson com taxa A .

Implementacdo Computacional

Para simular o problema dual, utilizamos a mesma idéia basica utili zada para a
simulac&® dosistema de dais estados. dividimos cada minuto em pedagos de 1/10 minuto e
simulamos a evolugéo do sistema a cada 1/10 minutos. A funcéo criada para tal fim € a
filanat () , querecde como parametros ataxade dhegada de dientes lambda, ataxado
tempo ce d@endimento de cala aendente mi, o nimero de d@endentes nat, e 0 tempo em
1/20 minutos n que queremos Smular o sistema. As opcoes verbose efil e permitem salvar a
evolugcéo dosistema pas a pas.

filanat <- function(lanbda, n,nat, n, verbose=FALSE, file="") {
clientes.chegaram<- 0
clientes. atendidos <- 0
sistema <- nuneric(n)
despertadores <- rep(-1, nat)
for (i in 2:n) {
tenpo.atual <- i * 1/10
chegada = rpois(1,|anbda * 1/10)
clientes.chegaram <- clientes.chegaram + chegada
sistema[i] <- sistemm[i-1]+chegada
if (sistema[i-1] < nat & chegada > 0) { # verifica se
tinha alguemlivre emi-1 e al oca chegadas se sim
vagas <- nat - sistemm[i-1]
if (vagas != sun{despertadores == -1)) {
stop(' non conform ng supositions!') }
for (j in 1:mn(vagas, chegada)) ({
relogio <- rexp(1,mn)
despert ador es[ whi ch(despertadores == -
1)[1]] <- tenpo.atual + relogio




clientes.atendidos < - clientes.atendidos

+1
}
}
if (sum(tempo.atual >= despertadores & despertadores != -
1) > 0) { # verifica se tem algum atendente que liberou alguem de i -1pra
i, se sim, libera o caixa e aloca se tiver alguem na fila
for(j in which(tempo.atual >= despertadore S &
despertadores != -1){
sistemali] < - sistemai] -1
despertadores]j] < - -1
}
if (sum(despertadores == -1) - max(nat -
sistema(i],0) >0){#s e essa condicao é verdadeira, ha despertadores
que precisam ser disparados ainda
for(j in 1:(sum(despertadores == -1) -
max(nat - sistemali],0))) {
relogio< - rexp(1,mi)

despertadores[which(despertadores
== -1)[1]] < - tempo.atual + relogio
clientes.atendidos < =
clientes.atendidos + 1

}
}
if (verbose) {
cat(tempo.atual,despertadores,sistemali],' \ n',file=file,append=TRUE) }

list(sistema=sistema,clientes.atendidos=clientes.atendidos,clientes.chega
ram=clientes.chegaram)

}

A implementac® desse sistema é mais complicada pois estamos permitindo un
nimero arbitrério de dentendes e um espag de etados potenciamente infinito.
Basicamente, agora predsamos manter um vetor de despertadores, sendo Qe cala
despertador é divado guando um cliente entra no sistema edesativado quando ele sai. As
diversas avaliagdes l6gicas S0 para se doca corretamente os clientes conforme des vao
chegando, e para gustar adequadamente o valor dos despertadores para cala
atendimento.Também mantemos controle de quantos clientes chegaram no sistema e
quantos foram atendidos até o final da simulac®. Para ilustrar as estruturas de dados
utili zadas para amodelac® do sistema, consideremos a smulac&® de um sistema mwm 2
atendentes com taxa de d@endimento y = 1/5 pa min e chegadas A = Y2 pa min, duante

20 minutos. Utili zamos o comanda

fila.exemplo < - filanat(1/2,1/5,2,200,verbose=T file="relatorio.txt")

Lemos o resultado entdo noR novamente:

relat< - read.table(relatorio.txt',col. names=c("tempo","despertador
1","despertador 2","estado do sistema"))




Obtemos dessa forma atabela @aixo. A primeira luna indica en que tempo
estamos, as duas colunas seguintes representam o despertador de dendimento para 0s
atendentes 1 e 2. O estado do sistema indica en que estado osistema se encontra no cado
instante de tempo. Ness ca0 se 0 estado € 0, réo ha nenhum cliente sendo atendido. Se o
estado € 1 ha um cliente sendo atendido, 2 I dais clientes sndo atendidos, se 3 ha dois
clientes £ndo atendidos e 1 nafila, e asdm por diante. Se 0 despertador de @endimento é —
1, quer dizer que o dado caxa ndo esta d@endendo ringuém. Assm que de mmeca a
atender alguém, o valor dese canpo dz até quando ocliente vai ficar no sistema.

tempo despertador despertador estadodo Comentérios
(min.) 1 2 sistema
0.2 -1 -1 0 O sistema mmegavazo.
0.3 -1 -1 0
0.4 -1 -1 0
0.5 -1 -1 0
0.6 -1 -1 0
0.7 -1 -1 0
0.8 -1 -1 0
0.9 1.416755 -1 1 Noinstante 0.9 chega dguém no
1 1.416755 -1 1 distema, e € gendidopelo
1.1 1.416755 -1 1 atendentel. Ele s vai acdar o
1.2 1.416755 -1 1 atendimento noinstante 1.41.
1.3 1.416755 -1 1 Noinstante 1.4 ele dnda
1.4 1.416755 -1 1 continua en atendimento. No
15 -1 -1 0 instante 1.5jand hdmais
1.6 -1 -1 0 ninguém no sistema.
()
7.4 -1 -1 0
7.5 -1 -1 0
7.6 9.81985 -1 1 Chega dguémnoinstante 7.6, e
7.7 9.81985 -1 1 vai ficar sendo atendido até o
7.8 9.81985 -1 1 instante 9.81.
7.9 9.81985 -1 1
8 9.81985 -1 1
8.1 9.81985 -1 1
8.2 9.81985 -1 1
8.3 9.81985 -1 1
8.4 9.81985 18.25512 2 Noinstante 8.4 chegamais
8.5 9.81985 18.25512 2 daguém. O atendimento vai durar
8.6 9.81985 18.25512 2 atéoinstante 18.25. Como sb ha
8.7 9.81985 18.25512 2 doisatendentes, ninguém mais
8.8 9.81985 18.25512 2 pock ser atendido.
8.9 9.81985 18.25512 2
9 9.81985 18.25512 2
9.1 9.81985 18.25512 2
9.2 9.81985 18.25512 2
9.3 9.81985 18.25512 2
9.4 9.81985 18.25512 2
9.5 9.81985 18.25512 2
9.6 9.81985 18.25512 2
9.7 9.81985 18.25512 2




9.8 9.81985 18.25512 2 Tocao despertador do primeiro
9.9 -1 18.25512 1 atendimento, o primeiro cliente
10 -1 18.25512 1 va embora. O segurdo
10.1 -1 18.25512 1 continua. O sistemavolta pro
(... estado 1
14.3 -1 18.25512 1
14.4 -1 18.25512 1
145 15.48404 18.25512 2 Chegamais alguém no instante
14.6 15.48404 18.25512 2 145. Ocupando ocaxal.
14.7 15.48404 18.25512 3 Chegaoutrapesalogo em
14.8 15.48404 18.25512 3 seguida, ficando nafila
14.9 15.48404 18.25512 3
15 15.48404 18.25512 3
15.1 15.48404 18.25512 3
15.2 15.48404 18.25512 3
15.3 15.48404 18.25512 3 Noinstante 15.5 tocao
15.4 15.48404 18.25512 3 despertador docaxal. O cliente
155 20.99808 18.25512 2 que estavalava embora eo que
15.6 20.99808 18.25512 2 estavanafilavai ser atendido
15.7 20.99808 18.25512 2 aéoinstante 20.99. Ndo ha
15.8 20.99808 18.25512 2 ninguém nafila
(..)
19.6 20.99808 23.64792 4 O sistematerminano instante 20
19.7 20.99808 23.64792 4 mincomdoaisclientes ndo
19.8 20.99808 23.64792 4 aendidosedoisnafila
19.9 20.99808 23.64792 4
20 20.99808 23.64792 4
Simulacéo

Vamos primeiro simular uma fila @m 4 atendentes com taxa de tempo e
atendmento 1/20 e taxa de dhegada 1/10.

fila.quad <- filanat(1/10, 1/20, 4, 600000)

Podemos agora obter a distribuicdo estadodria estimada:

> t(t(summary(factor(fila.quad$sistemn))/length(fila.unic$sistem)))
[, 1]
. 1233900000
. 2504516667
. 2624133333
. 1793750000
. 0919616667
. 0479350000
. 0236216667
. 0128533333
. 0043100000
. 0013400000
. 0006366667
. 0004450000
. 0008816667
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13 0. 0002416667
14 0.0001433333

Podemos por exemplo observar que o sistemaficou 126 do tempo vazio e pouco
mais de 51% do tempo com os dais caixas atendendo e ninguém nafila. No resto dotempo
(37%) haviam pessoas nafila. Temos também que:

> fila.quad$clientes. at endi dos
[1] 6062
> fila.quad$clientes.chegaram
[1] 6062

Ou sgja, todos os cli entes que chegaram foram atendidaos.

Facanos agora 0 proces andlogo paraumafila com 1 atendente etaxa 4/20.

fila.unic <- filanat(1/10,4/20,1, 600000)

Obtendoa distribuicéo estadoaria estimada:

> t(t(summary(factor(fila.unic$sistema))/length(fila.unic$sistem)))
[, 1]
5.022167e-01
2. 541750e- 01
1.227717e-01
5. 512000e- 02
2.895333e-02
1.411167e-02
8. 905000e- 03
5. 438333e- 03
4. 060000e- 03
2. 495000e- 03
9. 766667e- 04
5. 066667e- 04
2.283333e-04
4.166667e- 05
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Donde vemos que o sistema ficou 50% do tempo vazio e 25% do tempo ccupado
sem fila. Logo houveram filas 25% do tempo. O numero de dientes que chegaram/foram
atendidos foi de:

> fila.unic$clientes. at endi dos
[1] 5984
> fila.unic$clientes.chegaram
[1] 5989

Podemos ainda estimar o tamanhomédio dafilanosdois casos:

> nean(fil a. quad$si st ema] whi ch(fil a. quad$si st ema>4)] - 4)
[1] 1.896745
> nean(fila. unic$sistema]which(fila.unic$sistenma>1)]-1)
[1] 2.129326




Comentarios

A partir da comparacd doresultado das smulagdes adma, ndo € possvel concluir
taxativamente que um dos dois gstemas é razoavelmente melhor do gue o ouro. O sistema
com 1 atendente ficou uma menor parte do tempo (25%) com pesas nafila, enquanto o
sistema com 4 atendentes ficou 36 do tempo com pesas nafila. Entretanto otamanho
médio dafilano sistema mm 1 atendente foi um pouco maior que o tamanhomédio no
sistema mm 4 atendentes. O nimero de dientes atendidos foi quase 100% nos dos casos,
ndo servindo como critério de desempate. Logo pelos critérios estudados, os dois sstemas
aparentam ser equivalentes.



Parte V — Funilaria e Pintura

Descricédo

Uma oficina mecéiica presta servicos de funilaria e de pintura, ambos com
cgpaddade para @ender um caro pa vez, ab mesmo tempo. Todas os caros dos clientes
gue chegam, necessariamente, passam pelo servico de funilaria e en seguida pelo servico
de pintura. O sistema € omposto pa cinco estados, S = {00, 10, 01, 11,E1}, abaixo
descritos:

00: ndo ha caro nafunilaria enapintura.

10: haum caro mafunilaria

01: hdum caro napintura.

11: hdum caro nafunilaria eum na pintura

El: hdum caro quejapasou pelafunilaria e sta aguardandoa saida do carro que
esta na pintura parafazer o proces de pintura.

Organizacédo do atendimento

Os clientes chegam conforme um Processo Pontual de Poison com taxa (A), o
tempo recessrio para o servico de funilaria en um caro segue uma exporencial com
pardmetro (14,) e 0 tempo recessrio para O Servigo de pintura eén um caro segue uma
exporencial com parémetro (U,).

Os clientes que diegam e encontram o servico de funilaria ocupado, V@0 embora
“parando maisvoltar’, ousga, oclientefoi “perdida’.

Distribuicdo estacionaria
Para encontrarmos a distribuicéo estadonéria, basta resolvermos as equagdes de
balanceamento, e arestricéo da soma das probabili dades:

(00) A Poo = U, Pos

(10) py P1o=A Poo+ U, Pis

(0D A +4,) Poo= 4y Pio+ U, P
(1) (g +Hy)P1a= A Poy

(E1) w, Per= py P
Poo+ Pio + Poa+ P1p +Pep =1

Temos 6 equagdes e 5 incognitas (as taxas $0 constantes, no caso). Descartamos a
Ultima equacd (E1), pas ela éredundante dadas as outras 5. Montamos entéo ess sistema
naformamatricial:

OA U, 0 0 0 O [R,0 OC

O O O ChC

_ _ il A 0 Hy ~H; 0 ] 5301 B %)[

Ass X Xsq = B,y ousga 1O ()\ + l-ll) - U, 0 -, x [P, 0= [OC
O O O %)[

0o —A 0 (“1 + “2) 0 0 thun C

H1 1 1 1 1 H B8 BE



Assm dados valores fixados para 1, , 4, € A, basta resolver essa equacd® matricia
para obtermos a distribui¢éo estadonéria.

Implementacdo Computacional

A implementac® computadona desse sistema foi bem similar aos outros dois ja
implementados. Utili zamos a mesma idéia basica da subdvisdo dointervalo de tempo em
unidades menores e da evolucéo dscreta do sistema por essas unidades.

funilaria < - function(lambda,mil,mi2,n,verbose=FALSE file="") {
clientes.perdidos < - clie ntes.atendidos < -0
sistema< - rep("00",n)
desp.mil< - despmi2< - -1
for(i in 2:n) {
tempo.atual< - i*1/10
chegada = rpois(1,lambda * 1/10)
sistemali] < - sistemafi - 1]
if (tempo.atual >= desp.mil & tempo.atual >= desp.mi2 &
desp.mil != -1 & desp.mi2 = -1) { #tocam mil e mi2
sistemali] < - "o1"
desp.mil< - -1
desp.mi2 < - tempo.atual+rexp(1,mi2)
else if (tempo.atual >= desp.mi2 & desp.mi2 != -1 {#
toca s6 mi2
if (sistemali - 1] == "E1") { sistemali] < - "01%
desp.mi2 < - tempo.atual+rexp(1,mi2) }
else if (sistemali - 1] =="11") { sistema]i] < -
"10"; desp.mi2 < - -1}
else { sistema]i] < - "00"; desp.mi2 < - -1}
else if (tempo.atual >= desp.mil & desp.mil = -0 {#
toca s6 mil
if (siste ma[i - 1] =="11") { sistemali] < - "E1"}
else { sistema]i] < - "01"; desp.mi2 < -
tempo.atual+rexp(1,mi2) }
desp.mil< - -1
if (tempo.atual < desp.mil) { # nao toca mil (mil liga do)
substr(sistemali],1,1) < - "

if (tempo.atual < desp.mi2) {# nao toca mi2 (mi2 ligado)
substr(sistemali],2,2) < - "

}

# qq modificacao g ocorreu no sistema por despertadores
tocando
# acabou. agora resta ver se chegou alguem
if (chegada > 0 & substr(sistemali],1,1) == "0") {
clientes.atendidos < - clientes.atendidos + 1
substr(sistemali],1,1) < -




relogio <- rexp(1,m1l)
desp.m 1 <- tenpo.atual + relogio

else if (chegada > 0 & substr(sistema[i],1,1) == "1") {
clientes. perdidos <- clientes. perdi dos + chegada

if (verbose) {
cat (tenpo. atual , desp. nmi 1, desp. m 2,sistema[i],"'\n',file=fil e, append=TRUE)
}

}

|ist(sistenma=sistemy, clientes. perdi dos=cli entes. perdi dos, clientes. atendid
os=cl i ent es. at endi dos, | anbda=Il anbda, m 1=m 1, m 2=m 2, n=n)

}

A implementagc® € mais longa que & dos outros dois gstemas e envolve muito
mais avaliagdes l0gicas por causa de cetas pealliaridades desse sistema em espedfico,
como pa exemplo, cada diente ter que passar por um estagio, depais ir para outro
obrigatoriamente. Is tornou o agoritmo praticamente uma eaustdo de todas as
possbili dades de transicdes de estado para estado supondo ge os despertadores 5 tocam
no Maximo uma vez por incremento de tempo (supcsicéo razodvel para incrementos de
tempo razoavelmente pequencs).

Criamos também uma funcéo para fadlitar a andlise do resultado proveniente dessa
simulac®. A fungéo recdoe como parametros umallistaretornada pelafuncéo f uni | ari a
, 0 custo pa minuto para funilaria, 0 custo pa minuto para pintura eo pre@ cobrado e
cada diente, e retorna um objeto da dass ‘anali se.desempenhd, com informagdes como
lucro médio, nimero de dientes perdidos etc.

anal i se. desenpenho <- function(funil.list,custo.amass, custo. pint, preco) ({
# custo por minuto para desamassar: custo.anass
# custo por minuto para pintar: custo. pint
# preco por cliente atendi do: preco

t enpo. amass <- sum(funil.list$sistema == "10"
funil.list$sistema == "11")/10

tenpo. pint <- sum(funil.list$sistema == "E1" | funil.list$sistem
== "11" | funil.list$sistema == "01")/10

custo.total <- custo.anmass * tenpo.amass + custo.pint *
t enpo. pi nt

lucro.total <- funil.list$clientes.atendi dos*preco - custo.tota

lucro.medio <- (10*lucro.total/funil.list$n)

X <-
list(sistema=funil.list$sistema, mi1=funil.list$m 1, m 2=funil.list$m 2,cli
ent es. perdi dos=funil.list$clientes. perdidos, clientes. atendi dos=funil.li st
$clientes. at endi dos, | anbda=funi | .| ist$l anbda, n=funil.|ist$n,tenpo. amass=t

enpo. anass, t enpo. pi nt =t enpo. pi nt, cust o.tot al =custo.total,lucro.total =l ucr
o.total, | ucro. nedi o=l ucro. medi o, cust 0. amass=cust 0. anass, cust 0. pi nt =cust o.
pi nt, preco=pr eco)

class(x) <- c("analise.desenpenho", "list")

return(x)




1}

Por fim, criamos um méodo print para a ¢asse ‘andlise.desempenhd, da
seguinte forma:

print.analise.desempenho < - function(x) {
cat(" \'n Analise de Desempenho do Sistema - Funilaria e
Pintura \ n\ n")
cat(" Modelo tedrico \ n")
cat(" Chegadas: PPP(lambda = ",x$lambda,") \ n",sep=")
cat(" Tempo para funilaria: exp(mil=",x$mil,") \ n",sep=")
cat(" Tempo para pintura: exp(mi2=",x$mi2,") \ n",sep=")
cat(" Min utos simulados: ",x$n/10," \ n\ n")
cat(" Simulagéo \ n")
cat(" Tempo médio \ t Funilaria \tPintura \n")
cat(" esperado \ t",1/x$mil," \ V", 1/x$mi2," \ n")
cat(" observado \ 't
" x$tempo.amass/x$clientes.atendidos," \ t",x$tempo.  pint/x$clientes.atendid
0s," \'n\n")
cat(" Balanco financeiro \'n")
cat(" Custo para desamassar: \ tR$
" format(x$custo.amass,nsmall=2),"por min. \ n")
cat(" Custo para pintar:
\ tR$", format(x$custo.pint,nsmall=2),"por min. \n")
cat(" Preco por cliente: \ tR$",format(x$preco,nsmall=2)," \ n")
cat(" Clientes atendidos:",x$clientes.atendidos," Clientes
perdidos:",x$clientes.perdidos," \ n")
cat(" Custo total:
R$", format(x$custo.total,nsmall=2),"Recebimento total: R$
" format(x$clientes.atendidos*x$preco,nsmall=2)," \ n")
cat(" Lucro total: R$",format(x$lucro.total,nsmall=2)," \ n")
cat(" Lucro médio por cliente:
\ tR$" format(x$lucro.total/x$clientes.atendidos)," \ n")
cat(" Lucro médio por min uto: \ tR$",format(x$lucro.medio)," \ n")
return(invisible(x))

Dessa forma aandli se ficamuito mais smples de ser redizada, concentrando-se nos
aspedos préaticos do poblema e ndo na parte computadonal. Como exemplo, sgja um
sistema com taxa de chegada 1/5, taxa para funil aria 1/40, taxa para pintura 1/10, custo pera
funilariade R$ 0.50 po minuto, custo para pintura de R$ 0.70centavos por minuto e preq
por cliente de R$ 50,00.Para simular e andlisar o desempenho desse sistema depois de 600
minutos fazemos:

> funil< - funilaria(1/5,1/40,1/10,6000)
> funil.anal < - analise.desempenho(funil,0.5,0.7.15)
> funil.anal
Analise de Desempenho do Sistema - Funilaria e Pintura

Modelo tedrico
Chegadas: PPP(lambda = 0.2)
Tempo para funil aria: exp(mil=0.025)
Tempo para pintura: exp(mi2=0.1)




Minutos simulados: 600

Simulacao
Tempo médio Funilaria Pintura
esperado 40 10

observado  29.16875 7.30625

Balanco financeiro
Custo para de  samassatr: R$ 0.50 por min.
Custo para pintar: R$ 0.70 por min.
Preco por cliente: R$ 50.00
Clientes atendidos: 16 Clientes perdidos: 85
Custo total: R$ 315.18 Recebimento total: R$ 800.00
Lucro total: R$ 484.82
Lucro médi o por cliente: R$ 30.30125
Lucro médio por minuto:  R$ 0.8080333

Por fim, implementamos o cdculo da distribuicéo estadonéria tedrica através da
equaca matricial mencionada na descricéo do poblema.

estacionaria.Teorica < - function(lambda, mil,mi2,estado) {

A < - matrix(c(lambda, - lambda,0,0,1, - mi2,0,lambda+mi2, -
lambda,1,0,mil, -mil1l,0,1,0, - mi2,0,mil+mi2,1,0,0, - mi2,0,1),ncol=5)

colnames(A) < - c¢("P00","P01","P10","P11","PE1")

b < - matrix(c(0,0,0,0,1),ncol=1)

colna mes(b) < - "P estacionaria"

resultado < - solve(A,b)

if (missing(estado)) { resultado }

else { resultado[paste("P",estado,sep="),] }

Simulacédo

Vamos smular o exemplo ja dtado adma mas durante mais tempo (60 mil
minutos):

>f unil2< - funilaria(1/5,1/40,1/10,600000)

Verifiquemos em primeiro lugar, a distribuicéo estadonaria estimada:

> t(t(summary(factor(funil2$sistema))/funil2$n))
[1]

00 0.03581833

01 0.07231333

10 0.75654667

11 0.10434333

E1 0.03097833

A distribuicéo estadonériatedricasera dada por:

> estacionaria.Teorica(1/5,1/40,1/10)
P estacionaria




POO 0.03597122
PO1 0.07194245

P10 0.74820144
P11 0.11510791
PE1 0.02877698

Os valores estimados pela smulac® estdo bem préximos dos tedricos, indicando a
adequac® doalgoritmo propasto.
Temos ainda, interpretando esses valores que:
* 3% dotempo réo tem ninguém no sistema;
* 7% dotempo somente apintura estd ocupada;
e 75% dotempoafunilaria esta ocupada;
* 10% dotempo tanto afunilaria quanto a pintura estdo ocupadas,
* 3% dotempo aguém esta na espera para apintura;

Suponkamos agora que estejamos interessados em estudar 0 desempenho dessa
funilaria. Fixamos o0 preq de austo para afunilaria, para apintura epara o cliente, neste
caso senda

e R$0.30 po minuto ocusto dafunilaria;
¢ R$0.20 po minuto ocusto da pintura;
* R$30.00é 0 preq cobrado docliente @endido;

>0bj2 < - analise.desempenho(funil2,0.3,0.2,30)
> 0bj2
Analise de Desempenho do Sistema - Funilaria e Pintura

Model o tedrico
Chegadas: PPP(lambda = 0.2)
Tempo para funilaria: exp(mil=0.025)
Tempo para pintura: exp(mi2=0.1)
Minutos simulados: 60000

Simulacao
Tempo médio Funilaria Pintura
esperado 40 10
observado 39.67235 9.568433

Balanco financeiro
Custo para desamassar: R$ 0.30 por min.
Custo para pintar: R$ 0.20 por min.
Preco por cliente: R$ 30.00
Clientes atendidos: 1302 Clientes perdidos: 10269
Custo total: R$ 17987.64 R ecebimento total: R$ 39060.00
Lucro total: R$ 21072.36
Lucro médio por cliente: R$ 16.18461
Lucro médio por minuto:  R$ 0.351206

Para este valores fixados afunilaria & pintura @endeu 1302clientes e perdeu 10269
clientes; o lucro total foi de R$21072,36Vamos apa agora que houve um aumento de
preq@ nocusto da pinturadevido a dtano ddar. O preg passou ce 0.2 pa minuto para 0.4
por minuto. Com s espera-se ocorrer umadiminui¢é dolucro:




>0bj3< - analise.desempenho(funi 12,0.3,0.4,30)
> 0bj3
Analise de Desempenho do Sistema - Funilaria e Pintura

Modelo tedrico
Chegadas: PPP(lambda = 0.2)
Tempo para funilaria: exp(mil=0.025)
Tempo para pintura: exp(mi2=0.1)
Minutos simulados: 60000

Simulacao
Tempo médio Funilaria Pintura
esperado 40 10

observado 39.67235 9.568433

Balanco financeiro

Custo para desamassar: R$ 0.30 por min.
Custo para pintar: R$ 0.40 por min.
Preco por cliente: R $30.00

Clientes atendidos: 1302 Clientes perdidos: 10269

Custo total: R$ 20479.26 Recebimento total: R$ 39060.00
Lucro total: R$ 18580.74

Lucro médio por cliente: R$ 14.27092

Lucro médio por minuto:  R$ 0.309679

Como tivemos aproximadamente menos R$2500,00 € lucro queremos repassar este
“prejuizo” para os clientes. Como atendemos em média 1302 cli entes vamos aumentar em
R$2,00 o peg pa cliente paraque o lucro vdte & que ga ates, ficandoassm:

>o0bjd < - analise.des empenho(funil.list2,0.3,0.4,32)
> obj4

Analise de Desempenho do Sistema - Funilaria e Pintura

Modelo tedrico
Chegadas: PPP(lambda = 0.2)
Tempo para funilaria: exp(mil=0.025)
Tempo para pintura: exp(mi2=0.1)
Minutos simulados: 60000

Simulacao
Tempo médio Funilaria Pintura
esperado 40 10

observado  39.67235 9.568433

Balanco financeiro
Custo para desamassar: R$ 0.30 por min.
Custo para pintar: R$ 0.40 por min.
Prec o por cliente: R$ 32.00
Clientes atendidos: 1302 Clientes perdidos: 10269
Custo total: R$ 20479.26 Recebimento total: R$ 41664.00
Lucro total: R$ 21184.74
Lucro médio por cliente: R$ 16.27092




Lucro médio por minuto:  R$ 0.35 3079

Reauperamos dessaforma o lucro que perdemos com a dtado ddar.

Supontamos agora que queremos melhorar o atendimento procurandotentar atender
0 maximo de dientes em relac® ao nimero de dientes antedidos + perdidos. Queremos
também que o lucro ndo cda tanto. ApGs alguns testes foram encontrados os seguintes
valores para 0s parametros:

> funil3 < - funilaria(1/15,1/30,1/10,600000)
>o0bj5 < - analise.desempenho(funil3,0.3,0.2,30)
> t(t(summary(factor(funil.list2$sistema))/funil.list2$n))

L]
00 0.19317500
01 0.13108667
10 0.58578167
11 0.06938500
E1 0.02057167

Os parametros s8o:
» Chegadade dientesem médiade 15em 15 minutos(iso podkria ser ohtido através
de uma organizacd doatendimento para que fossem marcado 4clientes por hora);
* Reduzimos o tempo ce @endimento dafunilariaparal cliente an média a caa
meiahorg;
¢ Mantemos o atendimento de 10 minutos para apintura;
e Mantivemos todcs os preqos e aistosiniciais.

Nota-se que @mo esperado, com a menor freqiéncia de dientes e amelhoria do
atendimento da funilaria houve uma diminuicédo dotempo ¢k ocupacé® dosistema na parte
da funilaria sendo e 58%. Houwe, é daro entdo um aumento dotempo ra pintura para
13%, e um aumento dotempo em que aFunilaria & Pintura ficavazia (19%). Mas houwe
aindaumadiminuicdd notempo de dguém esperando rafila para apintura (2%).

A saida da adli se de desempenhofoi a seguinte:

Analise de Desempenho do Sistema - Funilaria e Pintura

Modelo tedrico
Chegadas: PPP(lambda = 0.06666 667)
Tempo para funilaria: exp(mi1l=0.03333333)
Tempo para pintura: exp(mi2=0.1)
Minutos simulados: 60000

Simulacao
Tempo médio Funilaria Pintura
esperado 30 10

observado 29.96189 10.10869

Bal anco financeiro
Custo para desamassar: R$ 0.30 por min.




Custo para pintar: R$ 0.20 por min.

Preco por cliente: R$ 30.00

Clientes atendidos: 1312 Clientes perdidos: 2654

Custo total: R$ 14445.52 Recebimento total: R$ 39360.00
Lucro total: R$ 24914.48

Lucro médio por cliente: R$ 18.98970

Lucro médio por minuto:  R$ 0.4152413

Nota-se um aumento no lucro de quase 20% apenas pela melhoria no atendimento
da funilaria e na organizac® de cegada de dientes. Nao tivemos perda no nimero de
clientes atendidos (1302 antes contra 1312 agora) e perdemos apenas 20% de dientes do
que perdiamos com as velhas caraderisticas, 0 qLe se ocorresse navidared seria dgo Uil ,
pois com o tempo um ndmero muito grande de perda de diente poderia influenciar no
sistema negativamente e uma reducé da procura da funilaria ocorrerial Para ancluir
simulamos 0 mesmo aumento da pintura:

Analise de Desempenho do Sistema - Funilaria e Pintura

Modelo tedrico
Chegadas: PPP( lambda = 0.06666667)
Tempo para funilaria: exp(mi1l=0.03333333)
Tempo para pintura: exp(mi2=0.1)
Minutos simulados: 60000

Simulacao
Tempo médio Funilaria Pintura
esperado 30 10
observado  29.96189 10.10869

Balanco financeiro
Custo para desamassar: R$ 0.30 por min.
Custo para pintar: R$ 0.40 por min.
Preco por cliente: R$ 30.00
Clientes atendidos: 1312 Clientes perdidos: 2654
Custo total: R$ 17098.04 Recebimento total :R$ 39360.00
Lucro total: R$ 22261.96
Lucro médio por cliente: R$ 16.96796
Lucro médio por minuto:  R$ 0.3710327

Com is novamente teriamos que aimentar 0 preq passado para o cliente que sendo kem
atendido réo reausaria an pagar.

Comentérios

N&o esgotamos todas as posshili dades de variac® dos parametros, otimizacéd de
custos e posshili dades de modificagc® do sistema, mas pudemos verificar que o modelo
computadonal proposto foi adequado para a simulac® do poblema, visto que os
resultados da simulacd foram cond zentes com as considerages tedricas estudadas.




